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В последние годы все большее распространение получают системы 
извлечения информации, включающих в себя пространственные апертуры дат-
чиков сигналов. Такие системы используются для дистанционного исследова-
ния Земли и других планет, в медицине, геологии, навигации и во многих дру-
гих приложениях. Исходной информацией при этом, как правило, являются ди-
намические массивы данных, получаемые оптическими, радиолокационными, 
акустическими и другими методами. Класс подобных данных может быть пред-
ставлен в виде многомерных изображений (МИ), характерной особенностью ко-
торых является их пространственно-временная коррелированность.  

Наличие временной динамики наблюдаемых объектов приводит к анализу 
последовательностей МИ. Случайный характер помех и других мешающих фак-
торов делает целесообразным применение в качестве математических моделей 
МИ случайных полей (СП), а используемая в реальных системах дискретизация 
по пространству и времени приводит к моделям СП, заданным на многомерных 
сетках. Кроме того, при создании алгоритмического обеспечения приходится 
учитывать динамику наблюдаемой сцены и пространственные перемещения 
датчиков сигналов, а также несовершенство их конструкции, например, нерав-
номерность чувствительности и нестабильность разверток электронных мише-
ней и т.д. Влияние указанных факторов может быть описано математическими 
моделями пространственно-временных деформаций многомерных сеток, на ко-
торых заданы изображения. 

Создание эффективных методов оценки изменяющихся параметров про-
странственных деформаций (ПД) является одной из важных проблем обработки 
последовательностей изображений. Характерным примером задачи, требующей 
оценивания ПД, может служить задача совмещения многозональных изображе-
ний при дистанционных исследованиях Земли и в медицинских исследованиях. 
В последнем случае, когда объектом исследования является живой организм, а 
изображения получены не только разными датчиками, но и в разное время, вза-
имные ПД носят очень сложный характер. Другими примерами задач, где необ-
ходим учет ПД, могут служить поиск фрагмента на изображении, оценка про-
странственного поля скорости ветра по радиолокационным изображениям об-
лачности, идентификация дактилоскопических отпечатков, навигационные за-
дачи отслеживания курса подвижного объекта в условиях ограниченной види-
мости, управление пространственным положением систем сбора информации, и 
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многие другие. 
Отдельным аспектам проблемы оценивания параметров пространственно-

временных деформаций изображений посвящено большое число научных пуб-
ликаций. В частности, рассмотрены задачи определения параллельного сдвига 
изображений, поворота и скорости перемещения объектов. Однако комплексное 
решение задачи оценивания изменяющегося вектора параметров ПД отсутству-
ет. Кроме того, известные методы и алгоритмы обработки изображений, как 
правило, носят нерекуррентный характер и не могут быть непосредственно 
применены в реальных информационных системах, характеризующихся боль-
шими скоростями поступления данных в изменяющихся условиях при наличии 
импульсных помех, искажений уровня сигнала и пр. 

Предлагаемая книга посвящена разработке алгоритмов оценивания пара-
метров ПД пространственно-временных сигналов, ориентированных на реали-
зацию в системах реального времени. С этой целью в первой главе рассмотрены 
вопросы синтеза и анализа оптимальных алгоритмов оценивания параметров 
ПД гауссовских изображений, наблюдаемых на фоне помех. Вторая глава по-
священа разработке и исследованию квазиоптимальных неадаптивных алгорит-
мов оценивания межкадровых сдвигов, ориентированных на реализацию в сис-
темах непрерывной обработки информации. В третьей главе разрабатываются 
адаптивные псевдоградиентные алгоритмы, обладающие высоким быстродей-
ствием и позволяющие оценивать параметры межкадровых ПД изображений 
больших размеров в условиях априорной неопределенности. 

Автор выражает особую признательность профессору К.К.Васильеву за его 
постоянный интерес, критические замечания и поддержку в работе над книгой, 
а также за помощь, оказанную при написании разделов 1.2-1.4 и разрешение на 
использование в указанных разделах полученных им результатов. Автор в долгу 
также перед профессором В.Р.Крашенинниковым за ряд предоставленных ре-
зультатов, использованных в разделах 1.4, 1.5 и 3.1. 

Замечания, пожелания и отзывы о книге прошу направлять по адресу: 
432027, Ульяновск, Северный Венец, 32, типография УлГТУ. E-mail: tag@ulstu.ru 

 

Г Л А В А   П Е Р В А Я



 

 

 

6

СИНТЕЗ  АЛГОРИТМОВ  ОЦЕНИВАНИЯ  ПАРАМЕТРОВ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ  ДЕФОРМАЦИЙ  МНОГОМЕРНЫХ 
ИЗОБРАЖЕНИЙ,  НАБЛЮДАЕМЫХ  НА  ФОНЕ  ПОМЕХ  

Анализируются модели и методы оценивания пространственно-временных 
деформаций последовательностей изображений. В рамках метода максималь-
ного правдоподобия проводится синтез оптимальных алгоритмов оценивания 
параметров межкадровых пространственных деформаций гауссовских изо-
бражений в условиях полной априорной определенности. Находится нижняя 
граница дисперсии погрешностей, возникающих при решении задачи оценивания 
параметров деформаций. Обосновывается корректность использования ком-
пенсационного подхода при оценивании межкадровых пространственных де-
формаций. Рассматриваются тензорные процедуры рекуррентного оценивания 
марковских сдвигов изображений последовательности кадров. Проводится 
анализ подходов к преодолению априорной неопределенности при синтезе алго-
ритмов оценивания пространственных деформаций последовательностей мно-
гомерных изображений и обосновывается целесообразность применения адап-
тивных псевдоградиентных алгоритмов. 

1.1. Модели и методы оценивания параметров пространственно- 
временных деформаций изображений 

При оценивании параметров пространственно-временных деформаций по-
следовательностей изображений объектом исследования является система фор-
мирования изображений, включающая в себя в общем случае исходное изобра-
жение, среду, мешающие факторы, датчик и устройство предварительной обра-
ботки изображения. 

Исходное изображение обычно является динамическим, то есть изменяю-
щимся во времени. Датчик часто находится на подвижном объекте. Это приво-
дит к тому, что получаемые с его помощью изображения различных кадров 
имеют взаимные сдвиги, повороты, изменения масштаба и т.п. Вклад в ПД по-
следовательностей изображений вносят также искажения оптических трактов, 
нестабильность разверток считывающих устройств датчиков, дефекты их изго-
товления. Можно отметить также искажения, вызванные изменением оптиче-
ской плотности среды, турбулентностью атмосферы и т.д. Таким образом, прак-
тически все составляющие системы формирования изображений могут вносить 
ПД в получаемые изображения. В некоторых случаях ПД - мешающий фактор и 
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должны учитываться при синтезе алгоритмов обработки последова-
тельностей изображений, например, при обнаружении сигналов. В других си-
туациях ПД содержат полезную информацию, например, при оценке перемеще-
ний датчика. 

Модели пространственно-временных деформаций 

В результате ПД изображений, одни и те же элементы сцены на разных 
кадрах имеют различные координаты. Геометрически эту ситуацию можно опи-
сать деформацией и движением сетки отсчетов в пространстве при неподвиж-
ной сцене или движением элементов сцены. На рис. 1.1,а изображены два поло-
жения Ω1  и Ω2  плоской сетки при параллельном сдвиге, на рис. 1.1,б - при 

сдвиге и повороте, на рис. 1.1,в - при деформации и перемещении более слож-
ного вида. Сетка Ω1  на этих рисунках принята прямоугольной, что является ча-

стным случаем. В реальных ситуациях сетка отсчетов каждого кадра в силу раз-
личных причин может быть криволинейной (рис. 1.1,г). 

Смещение каждого узла j  сетки Ω2  относительно его положения на Ω1  

(или, что то же самое, смещение элемента сцены в узле j  относительно его по-
ложения на Ω1 ) может быть задано вектором hj , совокупность которых состав-

 

Ω2

Ω2

Ω2  

Ω1

Ω2  

Ω1

Ω1

Ω1

à) á)

â) ã)  
Рис. 1.1. Примеры возможных ПД изображений двух кадров. 
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ляет векторное СП  H = ∈{ : }h jj Ω , заданное на сетке Ω . Если 

рассматривается последовательность кадров, то получим СП  
{ : , }( )h j k Tj

k ∈ ∈Ω , где k  - номер кадра. Очевидно, что при таком представле-

нии размерность векторов hj  (или hj
k( ) ) совпадает с размерностью сетки Ω . 

Другой подход к описанию межкадровых ПД состоит в следующем. Каж-
дое положение сетки рассматривается как система координат. Тогда межкадро-
вые деформации могут быть представлены как случайное преобразование 

h f j f j f j f jj n
T= =( ) ( ( ), ( ), . . . , ( ))1 2  (1.1) 

системы координат Ω2  в систему координат Ω1 , где n - размерность сетки Ω . В 

тех случаях, когда вид межкадровых ПД известен (сдвиг, поворот, изменение 
масштаба и т.д.), преобразование (1.1) может быть задано параметрически: 

h f jj = ( , )α , (1.2) 

что значительно облегчает описание. Параметризация может быть и частичной, 
например, когда имеется сдвиг и поворот, а также относительно небольшие со-
ставляющие ПД, вызванные неизвестными факторами. 

В дальнейшем для простоты будем считать, что объектом исследования яв-
ляется последовательность кадров изображений, полученных посредством не-
которого датчика и заданных на регулярной прямоугольной сетке с единичным 
шагом. При этом наблюдателю доступны только кадры изображений уже иска-
женные помехами. То есть отсчет с координатами j , соответствующими значе-
нию x j

k( )  изображения k -го кадра, из-за искажений мультипликативной ψ j
k( )  и 

аддитивной θ j
k( )  помехами имеет величину 

{ } { }z xj
k

j
k

j
k

j
k( ) ( ) ( ) ( )= +ψ θ . (1.3) 

Будем также считать, что изображение { }x k
j
kx= ( )  может быть получено 

из { }x k
j
kx− −=1 1( )  с помощью некоторой функции x j

k( ) = ( )f x jk j
k( ) , ,−1 α , из-

вестной с точностью до параметров α . Тогда формирование последовательно-
сти кадров изображений может быть представлено структурной схемой, приве-
денной на рис. 1.2. Тройными линиями здесь условно показаны матричные свя-
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зи; ψ ( ) ( )k
j
k= ψ , θ( ) ( )k

j
k= θ ; обозначение ⊗  соответствует в данном случае 

поэлементному (а не прямому) умножению матриц. При этом наблюдению дос-
тупны кадры z z z1 2 3, , , ... . Параметры ПД α  могут быть как случайными, 

так и детерминированными. 

Методы оценивания пространственно-временных деформаций 

При оценивании пространственно-временных деформаций последователь-
ности изображений применяется, в основном, четыре подхода: сопоставление 
изображений (или их локальных участков), пространственно-временная фильт-
рация изображений, анализ оптического потока и морфологический анализ изо-
бражений. 

В первом подходе используется сопоставление изображений или их от-
дельных локальных областей. При этом многие методы [1,2,18,20,49,65,95] ос-
нованы на выделении небольшого множества признаков (яркие и темные точки 
или их группы, контуры, углы, перекрестья и т.д.). При переходе от кадра к 
кадру устанавливается соответствие между этими признаками. Например, нахо-
дятся межкадровые сдвиги в нескольких точках изображения. Далее c учетом 
физических свойств наблюдаемых объектов (например, предположения об их 
твердости) значения межкадровых сдвигов интерполируются на остальную 

 

xk −1

θk −1ψk −1

ψk

ψk +1

θk

θk +1

zk −1

zk

zk +1

⊗

⊗

⊗

fk

fk +1

 
Рис. 1.2. Структурная схема формирования последовательности изображений. 
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часть изображения. Для применения таких методов необходимы 
существование и стабильность выбранных признаков, которые могут быть 
весьма слабо выражены или отсутствовать. 

Среди методов, основанных на сопоставлении изображений, отметим ме-
тод разложения на множители [97,108], применяемый при восстановлении 
формы трехмерных объектов и характеристик движения камеры по последова-
тельности кадров изображений. Такая задача возникает, например, в навигации 
и робототехнике. Нерекуррентный алгоритм, реализующий этот метод предло-
жен в работе [108]. В [97] он обобщен для случая использования в качестве мо-
дели изображения конической проекции, учитывающей пространственные ис-
кажения за счет перспективы. На изображении выбирается p  характерных то-
чек или локальных областей и оцениваются их координаты на k  кадрах изо-
бражений. По полученной совокупности данных восстанавливается форма объ-
екта и траектория движения камеры. При этом форма объекта считается неиз-
менной. Величина p  составляет, как правило, несколько десятков. Решение 
связано с обработкой матриц, размер которых увеличивается с увеличением 
числа кадров. При этом время, затрачиваемое на восстановление формы объек-
та, пропорционально kp 2 . Существенным недостатком такого подхода являют-
ся большие вычислительные затраты и необходимость хранения больших объе-
мов данных. С целью уменьшения объема вычислений в работе [91], была 
предложена рекуррентная реализация метода разложения на множители. При 
этом оценки формы объекта и траектории движения камеры производятся в ка-
ждом кадре. Вычислительные затраты на восстановление формы объекта стано-
вятся постоянными и пропорциональными p2 . Соответственно и обработка по-
следовательности кадров теоретически может вестись в реальном времени. При 
обработке каждого очередного кадра форма объекта уточняется с применением 
ортогональных базисных функций, которые могут быть получены с использо-
ванием процедуры Грамма-Шмидта. Для дальнейшего уменьшения вычисли-
тельных затрат в ряде работ предложено использовать ортогональные итерации 
с ускорением [77]. Отметим, что даже в рекуррентном варианте метода разло-
жения на множителя требования к вычислительным ресурсам остаются очень 
высокими и при современном развитии вычислительных средств его реализа-
ция в системах реального времени остается проблематичной. 

Другой распространенной разновидностью методов, основанных на сопос-
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тавлении изображений, являются корреляционно-экстремальные, 
исходной посылкой которых является предположение о высокой коррелиро-
ванности характеристик изображений на последовательности кадров 
[69,78,83,86]. К недостаткам этих методов можно отнести большие вычисли-
тельные затраты в случае оценивания многокомпонентного вектора параметров 
ПД. 

Оценка ПД при пространственно-временной фильтрации изображений 
[67,80,84] достигается за счет фильтрации изображений в пространственной и 
временной областях. Для этого параметры фильтра подстраиваются по про-
странственным частотам. Этот подход требует использования информации о 
ПД изображений, содержащейся во всем изображении, поэтому применим, в 
основном, для оценки глобальных параметров деформаций, характерных для 
всего изображения (параллельный сдвиг, поворот и т.д.). 

В подходе, основанном на использовании оптического потока, рассматри-
ваются изменения яркости в узлах сетки отсчетов, то есть векторное поле ско-
ростей движения точек яркостей сцены или их характеристик, например, кон-
трастности, градиента, энтропии и т.д. [1,2,4,9,19,32,34,39,44,48,53,55,75,101]. 
Эти изменения обычно и называют оптическим потоком. Отметим, что в ряде 
работ такой подход называется также градиентным [77,81,109,110]. При кони-
ческой проекции трехмерного изображения на плоскость ПД, вообще говоря, 
неоднозначно связаны с изменением яркости в узлах сетки отсчетов. Тем не ме-
нее, как показывают исследования различных авторов [79,92,111], в большин-
стве приложений оптический поток достаточно полно характеризует ПД изо-
бражений последовательности кадров. При описании оптического потока 
обычно используются дифференциальные уравнения с частными производны-
ми. Причем яркость изображения, как правило, считается неизменной во време-
ни. Для вычисления оптического потока применяются методы регуляризации и 
методы, основанные на ограничениях. 

При использовании методов регуляризации оценка оптического потока 
рассматривается как некорректная задача [62], решение которой получается за 
счет минимизации некоторого функционала. Ограничения на гладкость этого 
функционала обычно усложняют нахождение решения. Реализация этих мето-
дов часто приводит к итеративным процедурам. При этом для смежных кадров 
оценивается сдвиг каждой точки изображения, соответствующей узлам сетки 
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отсчетов [77,81,94]. Например, для движущегося объекта оценивается 
сдвиг всех его точек, а не только контуров. Однако известен подход [78] к оце-
ниванию оптического потока только в контурах движущихся объектов. Недос-
татком методов регуляризации является возможность возникновения наруше-
ний непрерывности оцениваемых параметров ПД. Это приводит к тому, что при 
восстановлении изображений по оцененным параметрам на границах объектов 
могут возникать разрывы или "распространение" одного объекта внутрь друго-
го. При этом величина этих дефектов зависит от числа итераций и использован-
ных весовых коэффициентов. Кроме того, методы регуляризации во многих 
случаях ведут к потери части важной информации о форме объектов [72].  

Методы, основанные на ограничениях, базируются на предположении, что 
условие неизменности яркости изображения справедливо и для некоторой дру-
гой функции F , в качестве которой могут выступать, например, контрастность, 
энтропия, выборочное среднее, кривизна, величина градиента, локальная ин-
тенсивность, спектр и т.д. Используя набор таких функций, оцененных в одной 
и той же точке изображений, можно получить систему уравнений для неизвест-
ных параметров ПД [112]. При этом решение получается только в тех случаях, 
когда система уравнений разрешима, что имеет место не всегда. Другой, более 
частный прием, состоит в использовании ограничений относительно вторых ча-
стных производных яркости изображения [110]. Результаты, полученные при 
использовании методов, основанных на ограничениях, существенно зависят от 
выбора функций F . При гладкой оптической области потока в ряде работ 
[76,94] допускается, что ограничения для точек изображения, смежных с анали-
зируемой точкой, определяют такие же параметры ПД, как для анализируемой 
точки. Тогда множество одинаковых ограничений в районе исследуемой точки 
дает переопределенную систему уравнений, которая решается методом наи-
меньших квадратов. Такой прием получил название "многоточечного метода". 
Он был использован, в частности, в работах [75,76] при оценивании параллель-
ного сдвига изображений.  

В методах, основанных на ограничениях, для улучшения оценок ПД при-
меняют предварительную фильтрацию изображений [74,110,112], увеличение 
локальной области исследования [76], а также фильтрацию полученных оценок 
[110]. Однако указанные операции приводят также к некоторым неточностям в 
оценке границ движущегося объекта. Компромисс между точностью оценок и 
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вычислительными затратами достигается за счет выбора размера 
локальной области, в которой осуществляется фильтрация. Как правило, эта об-
ласть имеет размеры от 3х3 до 10х10 элементов. Гладкость решения может 
быть улучшена увеличением размера обрабатываемой локальной области, но 
это ведет к потере точности решения на границах подвижного объекта [72], ко-
гда в область попадает не только изображение объекта. 

В работе [79] предложены и исследованы уравнения оптического потока, 
использующие характеристику его энергетической плотности и включающие 
слагаемые, характеризующие его рассеяние. Эти уравнения получили название 
уравнений расхождения области оптического потока. При этом, если рассеяние 
равно нулю (как, например, при параллельном сдвиге изображений), то выра-
жения становятся идентичны уравнениям для постоянной яркости. 

В работе [72] показано, что если размер локальной области в многоточеч-
ных методах равен размеру области гауссовской фильтрации в методах, осно-
ванных на ограничениях, то при оценивании параллельного сдвига изображе-
ний эти методы дают примерно равную точность оценок. При наличии поворо-
та и изменения масштаба лучшие результаты достигаются при использовании 
методов, основанных на ограничениях.  

Разновидностью метода, основанного на исследовании оптического пото-
ка, является использование локальных базисных функций [81,109], применение 
которых приводит к существенному уменьшению вычислительных затрат. Вы-
бор базисных функций определяется требованиями к точности оценок сдвига и 
к вычислительным затратам. При наличии в изображениях высоких простран-
ственных частот главным источником погрешностей оценок сдвига являются 
неточности формирования производных изображения, которые также опреде-
ляются выбором базисных функций. Предложены различные базисные функ-
ции. Так, в работе [99] в качестве базисных функций исследованы линейная (с 
областью определения [-1 1]), кубическая (с областью [-2 2]), а также пяти- и 
семиточечные функции типа sinc x  (с областями соответственно [-2 2] и         [-
3 3]). Объем вычислений растет пропорционально h2 , где h  - линейный размер 
области определения локальной базисной функции. Показано, что при одной и 
той же области определения кубические сплайны предпочтительнее функций 
типа sinc x . Отметим также, что в работе [71] показано, что при дискретизации 
изображений частота Найквиста с вычислительной точки зрения не является 



 

 

 

14

оптимальной. Меньшие вычислительные затраты достигаются 
при использовании частоты дискретизации вдвое превышающей частоту Найк-
виста. 

К недостатку методов, основанных на исследовании оптического потока, 
можно отнести большие вычислительные затраты, что делает проблематичной 
их реализации в системах реального времени.  

При сжатии видеоинформации часто используется то обстоятельство, что 
параметры межкадровых афинных преобразований в любой точке трехугольной 
или четырехугольной области могут быть определены по сдвигам соответст-
венно трех (при билинейной интерполяции) или четырех (при перспективной 
интерполяции) точек изображения [68,70,89], расположенных в узлах соответ-
ствующей сетки. Использование методов, основанных на исследовании оптиче-
ского потока, как уже отмечалось, может приводить к нарушениям связности 
сетки. Например, международные стандарты сжатия видеоинформации Н.263 и 
MPEG используют процедуры оценивания ПД, которым присущ указанный не-
достаток. Для уменьшения погрешностей при оценке сдвигов узлов сетки в ра-
боте [96] используется расширение локальной области. Однако это полностью 
не решает проблемы и ведет к увеличению объема вычислений. Другим подхо-
дом является использование связных сеток. Так, в работе [102] для интерполя-
ции была предложена треугольная и четырехугольная, а в работе [93] - шести-
угольная связные сетки, где параметры афинного преобразования однозначно 
определяются решением системы соответственно трех, четырех или шести 
уравнений. Независимая оценка сдвигов каждого узла нежелательна, так как 
вектора могут пересекаться, нарушая связность сетки. Поэтому при нахождении 
методом наименьших квадратов векторов сдвигов накладывают ограничения, 
сохраняющие связность сетки. Предложены различные виды сеток: регулярная, 
иерархическая, объемная, интеллектуальная и др. Регулярные сетки получают 
делением области изображения на равные треугольные или прямоугольные 
элементы [93]. Недостатком этих сеток является их неспособность отражать 
особенности изображения, например, в один элемент сетки может попасть не-
сколько движущихся объектов. В иерархических сетках движущиеся объекты 
распределяются по элементам сетки [82]. В объемных сетках элементы стара-
ются согласовать с интересующими особенностями изображений. Если априор-
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ная информация о содержании изображения доступна, то может быть 
использована интеллектуальная сетка, которая использует прогноз трехмерного 
изображения на плоскость [70]. 

В подходе, базирующемся на морфологическом анализе изображений 
[40,41], используется понятие формы изображения [40] как его максимального 
инварианта. Такой подход позволяет решать задачу оценивания пространствен-
ных деформаций, когда другие подходы оказываются неприменимыми, напри-
мер, для случая произвольного функционального преобразования яркостей. Од-
нако указанный подход также требует большого объема вычислений. 

В настоящей книге при построении алгоритмов оценивания ПД последова-
тельностей изображений используется, в основном, подход, основанный на ис-
следовании оптического потока. При этом особое внимание уделяется исследо-
ванию возможностей уменьшения вычислительных затрат. 

1.2. Синтез алгоритмов оценивания пространственных деформаций 
 методом максимального правдоподобия 

Будем считать, что СП ~X { }= ∈x u Uu
k :  в моменты времени k = 1 2,  зада-

но на некоторой непрерывной области U  и модель наблюдений поля ~X  имеет 
вид 

z xk k k= + θ , k = 1 2, , (1.4) 

где - θk { }= θ j
k  - поле независимых СВ. Кадры { }x k

j
k

ix j= ∈: Ω  случайного 

поля X  являются системой отсчетов кадра { }x k
u
kx u U= ∈:  на сетке 

{ }Ωk n i ij j j j N= = =( ,... , ): ,1 1 . При этом положение и форма сеток Ωk  могут 

изменяться со временем, но индексные размеры N N N n1 2× × ×. . .  остаются по-
стоянными. В общем случае требуется оценить форму сетки Ω2  и найти преоб-
разование Ω 1 в Ω2 . 

Даже для стационарных полей ~X  оценка формы сетки Ω 2 , то есть оценка 
взаимного расположения отсчетов x 2 , является сложной задачей. Поэтому ог-

раничимся случаем, когда Ω1- прямоугольная сетка с единичным шагом. Это, 

как правило, соответствует реальным изображениям, полученным с помощью 
телекамер, сканирующих линеек и т.д. Кроме того, сетки Ω1  и Ω2  для соседних 

кадров обычно отличаются друг от друга незначительно и при оценке преобра-
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зования Ω1  в Ω2  предположение о прямоугольности Ω1  не приводит к 

большим погрешностям. Даже применяемые в радиолокации сетки с полярны-
ми координатами при малом дискрете локально близки к прямоугольным на не-
котором удалении от полюса. При стационарности ~X  может быть найдена ус-
ловная совместная ПРВ ( )w fz z1 2, / , где f  - преобразование координат Ω1  в 

систему координат Ω2 . Это позволяет применить различные статистические ме-

тоды оценивания ПД, например, оценки МП: 

( )arg max , /f w f
f

= z z1 2 . (1.5) 

При неизвестном наборе параметров преобразования f  должны быть оце-
нены координаты ( )f j  всех отсчетов x j

( )2  кадра x 2  в системе Ω 1. Поэтому f  в 

(1.5) в общем случае содержит очень большое число параметров и оценка МП 
сложна для вычисления. Однако задача упрощается, если вид преобразования f  
известен и нужно определить только его параметры α , например, только сдвиг, 
сдвиг и поворот и т.д. В этом случае оценка (1.5) приобретает вид 

( )arg max , /α α
α

= w z z1 2  (1.6) 

и содержит, как правило, небольшое число параметров. Такой подход применял-
ся в ряде работ. Например, в [48] получена потенциальная точность оценок для 
частного случая ПД - параллельного сдвига между двумя сетками зашумленных 
отсчетов одного плоского гауссовского СП.  

Рассмотрим задачу синтеза оптимальных алгоритмов оценивания межкад-
ровых ПД в следующей постановке. Пусть заданы два кадра z1 = { }( )zj

1  и 

z2 = { }( )zj
2  МИ, определенного на n -мерной сетке отсчетов 

Ω : { ( , , . . . , }j j j j n= 1 2 . Будем считать, что каждый из кадров представляет собой 

аддитивную смесь информационного СП { }x j  и белого СП { }θ j : 

{ } { }
{ } ( ){ }

z x

z x j
j j j

j j j

( ) ( )

( ) ( )

,

, ,

1 1

2 2

= +

= + ∈

θ

α θ Ω
 (1.7) 

где α α α α= ( , , . . . , )1 2 m
T - m-мерный вектор неизвестных параметров преобра-

зования СП { }x j  в ( )x j α , соответствующий каким-либо ПД, например, сдвигу 

по заданному или неизвестному направлению, изменению масштаба, повороту 
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и т.д. Известно, что x j , θ j
( )1  и θ j

( )2  однородны и подчиняются гауссовским 

распределениям с нулевыми средними и заданными ковариационными функ-

циями (КФ)  R M x xx j lj l,
{ }= ; R

j l j lθ θσ δ
, ,= 2 , j l, ∈Ω , где δ j l

j l
j l,

, ;
, .

= =
≠

⎧
⎨
⎩
1
0

 - 

символ Кронекера. Для приведенных условий необходимо синтезировать алго-

ритмы оценивания неизвестных параметров α  по совокупности наблюдений 
{ , }( ) ( )z zj j

1 2 , j ∈Ω ,  и провести анализ эффективности полученных оценок. 

Для решения поставленной задачи запишем совместную плотность распре-

деления вероятностей (ПРВ) двух кадров СП  

( ) ( ) ( )w z z w z w z zj j j j j{ , } / { } { } / { },( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1α α= . (1.8) 

Условное распределение ( )w z zj j{ } / { , }( ) ( )2 1 α  является гауссовским с математи-

ческим ожиданием  

{ }{ } ( ) { }{ } ( ){ }M } / { , M / ,( ) ( ) ( )z z x z xj j j j j
2 1 1α α α α= = . 

Заметим, что ( )x j α  - наилучшая в смысле минимума дисперсии ошибки оценка 

деформированного кадра СП (прогноз ( )x j α , сделанный на основе наблюдений 

{ }( )zj
1 ). Ковариационная матрица условного распределения  

( )( ) ( )( ) { }{ }Vz j j l l jz x z x z= − − =M / ,( ) ( ) ( )2 2 1α α α  

( ) ( )( ) ( ) ( ) { }( ){ }= − − + =M / ,( )
,x x x x zj j l l j j lα α α α α σ δθ

1 2  (1.9) 

= + ∈R j l
j l j lε θσ δ
, , , ,2 Ω , 

где R ε ε= R
j l,

 - ковариационная матрица ошибок { }ε α αj j jx x= −( ) ( )  про-

гнозирования деформированного информационного СП x j ( )α  по наблюдениям 

первого кадра { }zj
( )1 , j ∈Ω . 

Для решения задачи оценивания неизвестных параметров α  воспользуемся 
методом максимального правдоподобия (МП). Запишем (1.8) с учетом (1.9) в 
следующем виде  
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{ }( ) ( )
( )

w z z
w z

j j N
z

( ) ( )
( )

, /
{ }

det
1 2

1

22
α

π
=

V
( )( ) ( )( )exp − − −⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

−1
2

2 1 2z x V z xα α
T

z , (1.10) 

где индексы j l, ∈Ω , опущены для сокращения записи; N  - число точек в об-
ласти Ω . При наличии шумов зависимостью ε j  от α  можно пренебречь. Тогда 

максимизация функции правдоподобия  

( ) ( )L w z zj jα α= { , } /( ) ( )1 2  

эквивалентна минимизации следующей квадратичной формы  

( ) ( )( ) ( )( )Λ α α α= − −−1
2

2 1 2z x V z x
T

z . (1.11) 

В ряде задач (в частности, при изображениях больших размеров) произведение 
( )( ) ( )x V xα αT

z
−1  можно считать не зависящим от параметра α . Тогда поиск оп-

тимальной оценки сводится к максимизации 

( ) ( )( )U T
zα α= −x V z1 2  (1.12) 

по параметру α . Заметим, что в соответствии с правилами тензорного исчисле-
ния 

( ) ( ) ( )x zα α2 2=
∈
∑ x zj j
j Ω

 

то есть производится суммирование по одинаковым нижним индексам. Послед-
нюю процедуру нахождения оценки по максимуму U( )α  можно назвать оце-

ночно-корреляционно-экстремальной. Действительно, она заключается в пере-

боре всех возможных значений параметра α  и нахождении максимума взаим-

ной корреляции  

( ) ( )( )U T
zα α= −x V z1 2 ( )=

∈

−∑
j l

j z jx V z
j l

,

( )
,

Ω
α 1 2  (1.13) 

наблюдений { }z( ) ( )2 α  второго кадра СП и оценки информационного СП 

{ }x j ( )α , сделанной на основе первого кадра наблюдений.  



 

 

 

19

После дифференцирования (1.11) по параметру α  и приравнивания 
производной нулю получим следующее уравнение для нахождения оценки α  
МП 

( )
( )( )d

d,

( )
,

x
V z xj

j l
z l lj l

α

α
α

∈

−∑ − =
Ω

1 2 0. (1.14) 

При этом поиск наилучшей оценки может осуществляться, например, с помо-

щью направленного перебора параметров α , который выполняется до обеспе-
чения условия (1.14). Для детерминированного сигнала zl ( )α  производная 

d ( )x j α αd  может рассматриваться как многомерная дискриминационная ха-

рактеристика.  

Таким образом, в результате анализа методом МП получены три вида: 

(1.11), (1.13) и (1.14) реализаций алгоритма оценивания векторного параметра 

α . Для анализа качества оценок воспользуемся неравенством Рао-Крамера.  

Известно [26,28], что для несмещенных совместно эффективных оценок 

компонент вектора α  ковариационная матрица ошибок определяется следую-

щим выражением  

{ } ( )
B ε α αε ε

α

α
= = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

−

M M
ln { , } /( ) ( )

T j jw z zd

d

2

2

1 2
1

, 

где ε α αα = − . 

После дифференцирования логарифма ПРВ (1.10) получим  

( ) ( )B
x

V
x

ε
α

α

α

α
=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

−

−

M
d

d
d

d

T

z
1

1

. (1.15)  

Соотношение (1.15) позволяет при определенном виде вектора α  и заданных 
моделях СП { }x j ( )α  и помехи θ j , j ∈ Ω , дать оценку нижней границы погреш-

ностей, возникающих при решении задачи оценивания параметров ПД изобра-

жений. 
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1.3. Некоторые частные случаи алгоритмов оценивания 

Рассмотрим несколько частных случаев применения полученных общих 
выражений (1.11), (1.13), (1.14) и (1.15) для алгоритмов оценивания параметров 
ПД и ковариационной матрицы ошибок эффективных несмещенных оценок.  

Детерминированные изображения 
Предположим, что x xj j= , j N= 1 2, , . . . , , - отсчеты известной детерми-

нированной функции z xj j
( )1 = , j N= 1 2, , ... , , а параметр α  является сдвигом 

h  этой функции по оси времени. При этом по наблюдениям z x hj j j
( ) ( )2 = + θ , 

j N= 1 2, , . . . ,  необходимо найти оценку h  неизвестного сдвига h . В этом 
случае Vz j lj l, ,= σ δθ

2  и оценка МП (1.11) может быть найдена из условия мини-

мума  

( ) ( )( )U z z hj j
j

N
α = −

=
∑ ( ) ( )2 1 2

1
 (1.16)  

или из уравнения правдоподобия (1.14)  

( )
( )( )d

d
z h

h
z z hj

j

N

j j

( )
( ) ( )

1

1

2 1 0
=
∑ − = . (1.17) 

Минимальная дисперсия ошибки оценивания (1.15) в рассматриваемом 
примере определяется соотношением  

( )
σ

σ
ε

θ2
2

1 2

1

=
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

=
∑

d
d

z h
h

j

j

N ( )
. (1.18)  

Смысл записанных процедур становится очевидным для линейной функ-
ции z h a jT hj

( ) ( ) ( )1 = − , j N= 1, , для которой минимальная дисперсия погреш-

ности оценки σ σε θ
2 2 2= a N  или σθ

2 2 1T N g= , где T  - интервал времени ме-
жду соседними отсчетами; g aT= ( )2 2σθ  - отношение квадрата величины при-
ращения процесса zj

( )1  на интервале T  и дисперсии помехи.  
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Пусть zj j1 2
1
,

( ) , j j1 2, ∈Ω ,- детерминированная функция двух 

дискретных переменных заданная в двумерной области Ω . Для случая, когда α  
является неизвестным углом ϕ  поворота кадра zj j1 2

1
,

( )  относительно некоторой 

точки ( j j10 20, ), при этом необходимо дать оценку ϕ  по наблюдениям 
z xj j j j j j1 2 1 2 1 2

2 1( ) ( ) ( )= +ϕ θ , j j1 2, ∈Ω . Наилучшая оценка находится из условия ми-

нимума (1.13):  

( ) ( )( )U z zj j j j
j j

α ϕ= −
∈

∑ 1 2 1 2
1 2

2 1 2

,
( )

,
( )

, Ω
, 

а минимальная дисперсия погрешности этой оценки составит величину  

( )
σ

σ

ϕ

ϕ

ε
θ2
2

1 2

1 2

1 2

=
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

∈
∑

d

d

zj j

j j

,
( )

, Ω

. (1.19) 

Заметим, что если функция zj
( )1  или zj j1 2

1
,

( )  задана только в области Ω , то 

минимальная дисперсия увеличивается при ненулевых h . Например, при 
z h a jT hj

( ) ( ) ( )1 = −  на интервале T jT h NT≤ − ≤  и h T N< , число ненулевых 
слагаемых в (1.18) будет равно ( )N h T− int , где ( )int h T  - целая часть h T . 

Если же h T N≥ , то сдвиг оценить невозможно.  
Для модели наблюдений z xj j j

( ) ( )1 1= + θ , z xj j j
( ) ( )( )2 2= +α θ , j ∈Ω , струк-

тура рассмотренных алгоритмов сохранится, но минимальная дисперсия ошиб-
ки увеличится, так как в числителе формул (1.18) и (1.19) будет уже сумма 
дисперсий σ σθ θ1 2

2 2+  помех.  

Если функция x j  задана с точностью до неизвестных параметров, напри-

мер x jj = +γ β , где γ  и β  - неизвестны, то одновременно с оценкой α  нужно 

оценивать и параметры γ  и β  по максимуму ( )w z zj j{ , } / ,( ) ( )1 2 α γ . Тогда знаме-

нателем в (1.10) уже нельзя пренебречь. Когда вид функции x j ( )α  неизвестен 

можно осуществлять интерполяцию x1 , основанную на каком-то представлении 
о поведении функции. 

Случайные изображения 
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Предположим теперь, что x j ( )α , j ∈Ω , - реализация СП. Заметим, что 

если во всех экспериментах наблюдается одна и та же реализация, то задача 
оценивания сводится к предыдущей. Если же в каждом эксперименте по оцени-
ванию параметра α  формируется новая (очередная) реализация СП, то нас бу-
дет интересовать среднеквадратическая погрешность по множеству таких реа-
лизаций, а также особенности процедур (1.11), (1.13) и (1.14) оценивания неиз-
вестного параметра. Именно такие задачи и рассматриваются ниже.  

Оценивание сдвигов случайных последовательностей 

Пусть x j , j N= 1,  - реализация случайной последовательности на интервале 

j N= 1 2, , . . . , . Необходимо по совокупности наблюдений z xj j
( )1 = , 

z x hj j j
( ) ( )2 = + θ , j N= 1, , дать оценку параметра временного сдвига h . В этом 

случае наилучший прогноз при линейной интерполяции значений z xj j
( )1 =  

представляет собой просто ( ) ( )( )z h z hj j= 1 . Дисперсия ошибки такого прогноза 

зависит от вида случайного сигнала. Предположим, что x j  описывается авто-

регрессионным уравнением вида [10]  

x xj j j= + −−ρ σ ρ ξ1
21 , j N= 1 2, , . . . , , (1.20) 

где ρ  - коэффициент корреляции между соседними значениями x j −1 и x j ; ξ j  - 

некоррелированные гауссовские величины с нулевыми средними и единичной 
дисперсией  

{ }M x j = 0, { }M x j x
2 2= σ . 

Для определения ковариационной матрицы (1.9)  

( ) ( )( ) ( ) { }( ){ }R x h x h x x h x x x hz j j l l N j lj l, M / , ,, ..., ,= − − +1 2
2σ δθ  

необходимо найти поведение случайной последовательности между целочис-
ленными отсчетами. Это можно сделать на основе известных методов теории 
непрерывно-дискретной фильтрации [85]. Однако в рассматриваемой задаче 
элементы матрицы ошибок прогноза обычно намного меньше дисперсии шума. 
Поэтому будем полагать Rz j lj l, ,≅ σ δθ

2 . Тогда алгоритмы оценивания сдвига 

случайной последовательности совпадают с (1.16) и (1.17). 
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Для нахождения минимально достижимой дисперсии ошибки 
оценивания сдвига (1.15) 

( )
σ

σ
ε

θ2
2

2

1

=
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

=
∑

d
d

x h
h
j

j

N
 (1.21) 

необходимо вычислить среднее значение квадрата производной d d( )x h hj . 

При линейной интерполяции  
( )d

d
x h

h
x x

T
j j j≅

− −1 , 

поэтому  

( )
( )( )M (

d
d

x h
h T

Rj
x

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ ≅ −

2

2
21

2 1 1σ , 

где ( ) { }R x x
x

j j1
1
2 1= −σ

M  - нормированная КФ случайной последовательности 

{ }x j . Таким образом,  

( )( )
σ σ

σ
ε θ
2

2

2

22 1 1T N Rx
≅

−
. (1.22) 

В частности, для последовательности, описываемой уравнением (1.20), получа-
ем  

( )
σ

ρ
ε
2

2
1

2 1T Ng
≅

−
, (1.23) 

где g x= σ σθ
2 2  отношение дисперсий информационной последовательности и 

помехи.  

Оценивание сдвига двумерного изображения 

Рассмотрим теперь оценивание сдвига h  двумерного СП zj j1 2, , j j1 2, ∈Ω , 

по одной из координат j 1  или j 2 . Пусть СП задано разностным стохастическим 

уравнением 

( )( )x x rx rx rj j j j j j j j x j j1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1
2 21 1

, ,( ), ,( ) ( ),( )= + − + − −− − − −ρ ρ σ ρ ξ , 
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где ρ  и r  коэффициенты корреляции между соседними значениями по 
строке и столбцу соответственно; ξ j j1 2,  - независимые гауссовские случайные 

величины с нулевыми средними и единичными дисперсиями; 

{ }M ,x j j1 2
0= , { }M ,x j j x1 2

2 2= σ . 

Пусть, как и в предыдущем примере, 

z xj j j j1 2 1 2
1
,

( )
,= ; ( )z x hj j j j j j1 2 1 2 1 2

2
,

( )
, ,= + θ ; j N1 1= , ; j N2 1= , .  

Нетрудно убедиться, что оценка МП определяется из условия (1.11)  

( ) ( )( )min min ,
( )

,
( )

α α
U h z z hj j j j

j

N

j

N
= −

==
∑∑ 1 2 1 2
2

2

1

1 2 1

1

2

1
. 

Полагая, что h  - сдвиг по координате j 1 , находим  

( )
( )( )M M, , ( ),d

d T
x h

h
x x

T
Rj j j j j j

x
1 2 1 2 1 2

2
1

2

2
21

2 1 1
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
≅

−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= −

−
σ , 

где ( ) { }R x x
x

j j j j1
1
2 11 2 1 2

= −σ
M , ( ), . 

Таким образом, минимальная дисперсия ошибки определяется формулой 
(1.23), но необходимо учесть, что общее число N  точек в области Ω  равно про-
изведению N N1 2 .  

При отсутствии помехи в наблюдениях z xj j
( )1 =  аналогично могут быть 

найдены и другие параметры, например поворот кадра или совместные сдвиги и 
повороты, и др.  

1.4. Оценивание марковских сдвигов изменяющихся изображений 

При решении многих прикладных задач требуется дать оценку пространст-
венного сдвига временных сечений МИ. Наиболее часто эта проблема встреча-
ется при обработке последовательностей двумерных изображений, полученных 
с помощью нестабильных во времени телевизионных камер. В этом случае 
оценка сдвига является составной частью алгоритмов улучшения изображений, 
выделения аномалий, обнаружения, распознавания объектов сложной формы и 
других процедур статистического анализа изображений.  
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Для решения поставленной задачи обычно используются корреляционно-
экстремальные методы [6,29]. Однако при их практической реализации приме-
нительно к цифровой обработке изображений значительных размеров в реаль-
ном масштабе времени возникают практически непреодолимые технические 
трудности. Поэтому существует необходимость разработки относительно про-
стых рекуррентных алгоритмов оценивания сдвига изображений, пригодных 
для реализации на базе современных вычислительных средств. 

Представим модель наблюдений дискретизированного изображения в сле-
дующем виде: 

( )zk k
k

kx h= + θ = +x k kθ , (1.24) 

где нелинейная тензорная [13] функция ( )x k
kh , k = 1 2, , . . . ,  j ∈Ω , векторного 

аргумента hk  определяет n -мерный кадр x k = x j
k( ) , заданный на сдвинутой на 

hk  в n -мерном пространстве прямоугольной сетке  

( ){ }Ω : , , . . . , , , , , . . . , ,, ,j j j j j N j N j Nn
T

n n= = = =1 2 1 1 2 21 1 1 , 

θk = { }θ j
k  - мешающее поле, которое во многих случаях можно полагать полем 

независимых гауссовских величин с нулевым средним и автоковариационным 
тензором Vθ = { }M θ θj

k
l
k⊗ , j l, ∈Ω . Величина сдвига по каждой из координат 

определяется соответствующей компонентой вектора ( )h h h hk k k nk
T= 1 2 . . . , 

описываемого следующим стохастическим разностным уравнением: 

h hk k k k= ℜ +−1 ζ , k = 1 2, , . . . , , (1.25) 

где ℜk  - n n×  матрица; ζk  - n -мерный белый гауссовский шум с нулевым 
средним и ковариационной матрицей Vζ . 

Для описания СП x k  воспользуемся тензорным стохастическим разност-

ным уравнением  

x xk k k k= ℘ +−1 ξ , (1.26) 

где x 00 = j ; ℘k kx = ∑∑∑ . . . , ... ...ρ j l l l l l l
k

lll
n n

n

x
1 2 1 2

21

; ξ k { }= ∈ξ j
k j, Ω  - система неза-

висимых гауссовских величин с нулевыми средними и известным ковариацион-
ным тензором Vξ ξ ξk

j
k

l
k= ⊗M{ } , j ∈Ω , l ∈Ω .  
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Решение задачи одновременного оценивания СП { }x j
k  и вектора сдвига 

hk  может быть найдено с помощью метода инвариантного погружения [13,46]. 

Для изображений больших размеров, как правило, выполняется условие малых 
взаимных ошибок одновременного оценивания СП и параметров hk . В этом 

случае с учетом соотношений (1.24) и (1.25) можно получить [14] следующие 
рекуррентные соотношения для оценивания вектора сдвига hk  : 

( ) ( )( )h h
h

h
hk ýk

k ý
k

ýk

ýk

k
ý
k

ýk= + −−P V zθ
1

d

d

x
x , k = 1, 2,  ... ,  (1.27) 

( ) ( )
P P I V Pk

ý
k ý

k
ýk

ýk

ý
k

ýk

ýk

T

ý
k

h

h

h

h
= +

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−

−

d

d

d

d

x x
θ

1

1

, (1.28) 

где h hýk k k= ℜ ; ( )x ý
k

ýkh =℘ −k kx 1 ; xk  - оценка очередного k -го кадра изобра-

жения, найденная с помощью тензорного фильтра Калмана [13,46]. 
Соотношения (1.27), (1.28) соответствуют обычным процедурам рекур-

рентного оценивания, в которых осуществляется суммирование произведений 
сигналов ошибки ( ( ))zk

ý
k

ýkh− x  на величину производной СП по каждой из n  
координат. При больших размерах N N N n1 2, , . . . ,  поля ковариационная матрица 

Pk  ошибок фильтрации близка к диагональной, тогда процедура фильтрации 
распадается на n  отдельных каналов, связанных между собой только оценками 
сдвига. В каждом из таких каналов вычисление оценок компонент сдвига осу-
ществляется по следующим формулам: 

( ) ( ) ( )( )h h P
x h

h
z x hk i ýk k

j ýk

ýkj
j
k

j
ýk

ýk= + −
−
∑σ

∂

∂
θ
2 1

, (1.29) 

( ) ( )
P

P

x h

h
P

k
ýk

j ýk

ýkj
ýk

=

+
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−
∑1 2 1

2

σ
∂

∂
θ

, (1.30) 

где в предположении ℜ = r I ; V Iθ θσ= 2 ; V Iξ ξσ= 2  экстраполированные значе-

ния оценок и дисперсий ошибок определяются как 
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h rhýk k= −1; P r Pýk k= +−
2

1
2σξ . 

При этом диагональные элементы Pk  вычисляются по формуле  

( )
P P

Pk
ýk

k ýk
=

+1 γ
. (1.31) 

Для однородных полей больших размеров параметр 

( )
γ

∂

∂
σθ

k

ýk
ýk

ýkj

x h

h
=
∑

2  

имеет очень малую относительную дисперсию и при расчетах ковариации оши-
бок может быть приближенно заменен математическим ожиданием. Тогда на 
основе соотношения (1.30) можно рассчитать дисперсию ошибки Pk  оценива-
ния сдвига на k -м шаге фильтрации в зависимости от величины γ  и парамет-
ров r  и σξ

2 . Результаты расчетов показывают, что дисперсия ошибки монотонно 

убывает и при σ σξ
2 2 21= −( )r h  стремится к установившемуся значению, опре-

деляемому выражением 
( )( )

( ) ( )
P

r

r
r

r

h h

h

≅
+ −

+
+ −

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

γσ

γ
γσ

γσ

2 2

2

2 2

2 2 2

1 1

2
1 4

1 1
1 .(1.32) 

При γσh r2 21 1( )− >>  эта формула упрощается и принимает вид P ≅ 1 γ . 

Анализ уравнений фильтрации с помощью статистического моделирования 
показывает, что для решения реальных задач оценивания сдвига изображений 
по выходным сигналам фотоприемных матриц размером N N1 2 100= ≥  эле-

ментов указанные условия обычно выполняются и результаты эксперимента от-
личаются от расчетов по формуле (1.31) на величины, объясняемые конечным 
числом используемых реализаций СП. В этих условиях при  1 1− <<r   алгоритм 
(1.27) преобразуется в следующую процедуру оценки межкадрового сдвига 

( )
h

x

h
z x

x

h

k

j
ýk

k
j
k

j
ýk

j
ýk

kj

j
=

−

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟∑

∑

∂

∂

∂

∂

2 . (1.33) 
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Если, например, при m = 1 для вычисления производных использовать 
квадратичную аппроксимацию, то 

∂

∂

x
h

x xj
ýk

k

j j
ýk

j j
ýK

=
−+ −( ), ( ),1 2 1 21 1

2
 (1.34) 

и алгоритм (1.33) может быть легко реализован. Кроме того, при малых уровнях 
σθ

2  аддитивных помех возможна замена значений x j
ýk  поля на наблюдения zj

k , 

что приводит к увеличению погрешности оценивания, но резко сокращает вы-
числительные затраты.  

Результаты статистического моделирования ряда квазиоптимальных алго-
ритмов оценивания изменяющихся сдвигов, полученных на базе процедуры 
(1.29) приведены во второй главе и работе [53]. Они дают возможность осуще-
ствить рациональный выбор вариантов построения современных и перспектив-
ных систем обработки последовательностей зашумленных изменяющихся изо-
бражений больших размеров со случайными деформациями пространственной 
сетки отсчетов. 

1.5. Компенсационный подход при оценивании межкадровых  
пространственных деформаций 

Исследуем обоснованность определения параметров ПД на основе мини-
мизации ошибок прогноза ( )zk α  наблюдений изображения zk  по наблюдениям 

изображения zk −1 . Эту задачу можно рассматривать как задачу минимизации 
остатков компенсации zk −1 , поэтому такие оценки ПД можно условно назвать 
компенсационными.  

Рассмотрим условия получения компенсационных оценок. Пусть поле ~X  - 
гауссовское, однородное, имеет нулевое среднее и КФ 

{ } ( )V( , ) M ~ ~ , , ... ,i u x x i u uv
l

v u
l i

x n= =+
+ σ ρ2

1 , (1.35) 

где ( )ρ i u u n, , . . . ,1  - коэффициент корреляции поля ~X  на расстоянии i  по 
времени и на расстоянии uk  по k -й пространственной оси. Шум θ  в модели 

наблюдений (1.4) также будем предполагать гауссовским с нулевым средним и 
постоянной дисперсией σθ

2 . По наблюдениям z1 в узлах прямоугольной сетки 
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Ω1  с единичным шагом и наблюдениям z2  в узлах некоторой сетки Ω2  

требуется оценить параметры α  ПД кадров x1  и x2 . 
Для приведенных условий и модели (1.4) задача нахождения оптимальной 

оценки α  параметров преобразования f j( , )α  системы координат Ω2  в Ω1  в 

общем виде рассмотрена в разделе 1.2. Если для определенности выбрать оси 
сетки Ω1  совпадающими с осями координат, в которых задана КФ (1.35), то га-

уссовская совместная ПРВ кадра x 1  и его наблюдений z1 может быть легко 
найдена из (1.4) и (1.35). При заданном векторе параметров α  положение сетки 
Ω2  относительно Ω1  становится определенным и возможно нахождение совме-
стной условной ПРВ ( )w Z / α  наблюдений. Оценка МП α  максимизирует 
( )w Z / α  при имеющихся наблюдениях Z  за счет минимизации функционала 

(1.11) J( , )Z α = ( )( ) ( )( )z x V z x2 1 2− − =−α α
T

z Z ZT
zV −1  

arg min arg min J( , )α α
α α

= =−Z Z ZT
zV 1 , (1.36) 

где Vz  - ковариационная матрица наблюдений Z . Отметим, что нахождение 
точки максимума ( )w Z / α  представляет трудоемкую вычислительную задачу, 

решение которой в системах реального времени весьма затруднительно. 
Функционал J( , )Z α  определяет расстояние выборки Z  до начала коорди-

нат при ковариационной матрице Vz ,  оценка (1.36) это расстояние минимизи-
рует. Рассмотрим функционал J( , )Z α  подробнее. В работе [13] показано, что 

J( , ) ( )( ( )) ( ) ( )Z Z Z Z ZT T
Zα α α α α= − =− ∗ −L L1 1 ∆ , (1.37) 

где Z ∗( )α  - оптимальный (в данном случае - линейный) прогноз наблюдений Z  
в точку; ∆Z ( )α  - ошибки этого прогноза (остатки компенсации в точку); L( )α  - 
диагональная матрица дисперсий ошибок ∆Z ( )α . При использовании прогноза 
в область [13] (использовании прогноза ( )z2 α  наблюдений z2  по наблюдениям 
z1), можно получить другое представление: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

J( , )

,

Z
T T

T T
α α α α α

α α α α

= − + − =

= +

− −

− −

z N z z z N z z
z N z N

1
1

1 1 1 2
2

1 2 2

1
1

1
1

2
2

1
2∆ ∆

 (1.38) 

где ( )∆1 α  - ошибки прогноза ( )z1 α ; N 1( )α  - ковариации ошибок ( )∆1 α ; ( )z2 α  - 
прогноз z1 по z2 ; N 2 ( )α  - ковариации ошибок ( )∆ 2 α  прогноза ( )z2 α . Отметим, 
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что выбор вида представления J( , )Z α  для синтеза квазиоптимальных 
алгоритмов определяется условиями конкретной задачи. 

Экспериментальные исследования показывают, что качество оценок α , по-
лученных минимизацией остатков компенсации ∆Z ( )α , ( )∆1 α  или ( )∆ 2 α , лишь 

незначительно уступает оценкам, полученным минимизацией функционала 
J( , )Z α . Выбор вида остатков компенсации определяется также условиями ре-
шаемой задачи. Например, если задачей оценивания ПД является последующая 
оптимальная компенсация очередного кадра z 2  по предыдущему кадру z1 , 
удобнее всего использовать ( ) ( )∆2

2 2α α= −z z . Тогда из условия минимизации 

среднего квадрата межкадровой разности получаем оценку 

arg min M ( ( ))( ) ( )α α
α

= −
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

∑ z zj j
j

2 2 2 . (1.39) 

Дальнейшая конкретизация этой оценки достигается применением различных 
прогнозов ( )( )zj

2 α . При этом может быть использован как оптимальный прогноз, 

так и различные интерполяции наблюдений z1, определенных только на сетке 
Ω1 . 

Обоснованность компенсационных оценок подтверждает также анализ 
уравнений фильтрации марковских сдвигов МИ. Действительно, уравнение 
(1.27) показывает, что поправка к экстраполированной оценке hýk  сдвигов пря-

мо пропорциональна рассогласованию ( )( )∆k k
ý
k

ýkh= −z x . Следовательно, 

происходит оптимизация прогноза или минимизация остатков компенсации 
очередного кадра наблюдений z k  при специальном выборе прогноза, вид кото-
рого определяется исходя из заданных моделей изображений и деформаций. 

Заметим, что, строго говоря, компенсационные оценки оценивают не сами 
параметры α  межкадровых ПД, а только оптимизируют выбранную компенса-
цию в смысле некоторой метрики. Однако при удачном выборе функции про-
гноза компенсационный подход может обеспечивать достаточно эффективные 
оценки, в том числе и для негауссовских полей. На основе этого подхода разра-
ботано большое количество квазиоптимальных неадаптивных алгоритмов изме-
рения межкадровых параллельных сдвигов двумерных изображений 
[9,44,53,55,59], ряд из которых рассмотрен во второй главе. 
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1.6.  Методы синтеза алгоритмов в условиях априорной 
неопределенности 

Синтез алгоритмов обработки реальных МИ приходится производить при 
наличии сложного комплекса мешающих факторов: временная и пространст-
венная неоднородность характеристик полезных сигналов и помех, неоднород-
ность чувствительности и дефекты датчиков, импульсные помехи и т.д. Даже 
если все мешающие факторы могли бы быть учтены в полной мере, модель МИ 
оказалась бы очень сложной, а алгоритмы обработки МИ, основанные на такой 
модели, - нереализуемыми в реальном времени. К тому же, указанные факторы 
по своей природе случайны и в описании реальных МИ может присутствовать 
априорная неопределенность. Таким образом, синтез алгоритмов оценивания 
параметров ПД МИ, как правило, приходится производить в условиях сложного 
комплекса мешающих факторов и априорной неопределенности. 

Адаптивный байесовский подход к задаче оценивания 
 пространственно-временных деформаций изображений 

Принципы синтеза решающих правил и методы решения ряда задач обра-
ботки сигналов в условиях априорной неопределенности глубоко проработаны 
в литературе [5,8,21,22,43,66]. Основой для синтеза решающих правил может 
служит общий байесовский подход [43]. Он состоит в выборе наилучшего алго-
ритма обработки данных в условиях априорной неопределенности, исходя из 
минимума ожидаемых потерь. При неполноте априорного описания данных не-
достающая информация извлекается из самих же данных. В этом смысле разно-
образие известных алгоритмов обработки информации состоит в различии спо-
собов и меры использования априорной и поступающей информации.  

Для нахождения оптимального вектора α *  параметров межкадровых ПД в 
соответствии с принятой в разделе 1.1 моделью формирования последователь-
ности кадров МИ (рис. 1.2) необходимы модель наблюдения изображений zk − 1 
и zk , модель преобразования координат j  отсчетов, определяемая вектором па-
раметрами α , и критерий оптимальности. Разность выходных величин объекта 
исследования (наблюдаемого изображения zk ) и оценок x k  образует невязку 

( ){ } { }ε αj
k k k

j
kz xz z− = −1, , ( ) ( ) . (1.40) 
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В рамках байес-
совского подхода со-
ответствие модели 
наблюдаемому изо-
бражению определя-
ется некоторым кри-
терием качества 

( ) ( )( ){ }J M , ,α ε α= −F k kz z1

, (1.41) 

где ( )F  - функция потерь. Критерий качества (1.41) представляет собой сред-

ние потери; чем они меньше, тем лучше оценены параметры. 
В общем случае наблюдения Z  включают в себя все кадры изображений 

z z z1 2, , ... , n . Однако, если требуется оценка межкадровых ПД, то наблюдения 
Z  включают только кадры zk −1  и zk , k n= 2 3, , . . . , . Структурная схема такого 
оценивания приведена на рис 1.3. Задача оценки межкадровых ПД является 
наиболее характерной для практики, поэтому во второй и третьей главах ей уде-
лено наибольшее внимание. 

Наиболее распространенные функции потерь - квадратичные ( )F jε ε= 2 , 

приводящие к методу наименьших квадратов, то есть к решению системы ли-
нейных алгебраических уравнений. Оптимальное решение α *  при этом выра-
жается, как правило, в явной аналитической форме через КФ. При неквадратич-
ной функции потерь минимизация критериев качества приводит к необходимо-
сти решения нелинейных систем уравнений. В этом случае оптимальное реше-
ние обычно может быть найдено лишь приближенно. Если функция ( )F ε  дваж-

ды дифференцируема по аргументу, то условия, определяющие оптимальное 
решение при α α= *  записываются в виде [66] 

( ) ( )( ){ }∇ = ∇ =J M F ,α ε αα Z 0 , (1.42) 

( ) ( )( ){ }∇ = ∇ >2 2 0J M F , *α ε αα Z , (1.43) 

где оператор 

∇ = ∇ =
⎛
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Рис. 1.3. Структурная схема оценивания  

межкадровых ПД изображений. 
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является вектор-столбцом, а m  - размерность вектора α . Для 
упрощения записи в (1.43) полагается 

( ) ( )∇∇ = ∇T J Jα α2 . 

Векторы 

( ) ( ) ( )
∇ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟J

J
, .. . ,

J
α

∂ α

∂α

∂ α

∂α1 m
 

и 

( )( ) ( )( ) ( )( )
∇ =

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟α ε α

∂ ε α

∂α

∂ ε α

∂α
F Z

F Z F Z

m
,

,
, . . . ,

,

1
, 

представляют собой градиенты средних потерь и функции потерь соответствен-
но, а матрицы  

( ) ( )
∇ =

=

2
2

1

J
J

, ,

α
∂ α

∂α ∂αn k n k m

 (1.44) 

и 

( )( )
∇ =

=

∂ ε α

∂α ∂α

2

1

F Z

n k n k m

,

, ,

, (1.45) 

входящие в (1.43), представляют собой матрицы Гессе - матрицы вторых произ-
водных средних потерь и функции потерь. Матричное неравенство (1.43) озна-
чает положительную определенность матрицы Гессе. Учитывая 

( )( ) ( )( ) ( )( )∇ = ∇α
ε

αε α
∂ ε α

∂ε
ε αF Z

F
,

Z,
Z,  

условие оптимальности можно записать в виде 

( ) ( )( ) ( )( )∇ = ∇
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=J M

Z,
Z, .α

∂ ε α

∂ε
ε αε

α

F
0  (1.46) 

В ряде задач обработки изображений при априорной неопределенности 
структура оптимального алгоритма и его параметры не зависят от обрабатывае-
мых данных (например, при обнаружении сигнала известной формы на фоне га-
уссовских помех [43]). Однако такие случаи редки и имеют место в относитель-
но простых ситуациях. Более типичной является ситуация, когда параметры оп-
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тимального алгоритма меняются в зависимости от характеристик 
обрабатываемых данных.  

К таким адаптивным (изменяющимся в процессе обработки) алгоритмам 
можно отнести и алгоритмы оценивания межкадровых ПД изображений. Струк-
турная схема адаптивного алгоритма приведена на рис. 1.4. Разности между 
значениями отсчетов наблюдаемого изображения и оценками настраиваемой 
модели изображения образуют невязку ε k , которая поступает на вход функцио-
нального преобразователя, изображенного на рис. 1.4 двойным прямоугольни-
ком. Улучшение качества оценок достигается выбором структуры настраивае-
мой модели и изменением ее параметров ( )α k . Это изменение осуществляется 
алгоритмом, который определяется функцией потерь и структурой настраивае-
мой модели. По наблюдениям zk  и выходным величинам x k  алгоритм изменяет 
параметры модели так, чтобы средние потери достигали с ростом k  минимума. 
Из схемы следует, что, для адаптивного оценивания межкадровых ПД нужно 
для принятого класса изображений выбрать настраиваемую модель пространст-
венно-временных деформаций и критерий качества оценивания; сформировать 
алгоритм оценивания, который, используя доступные для наблюдения значения 
входных и выходных величин, изменял бы параметры настраиваемой модели 
так, чтобы средние потери с ростом k  достигали минимума. 
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Наиболее простым случаем является параметрическая априорная 
неопределенность, когда неизвестны лишь значения некоторых параметров, 
полностью характеризующих объект обработки. Тогда вид процедуры обработ-
ки, как правило, может быть найден. Неизвестными остаются лишь ее парамет-
ры и задачей процедуры адаптации является определение неизвестных пара-
метров в соответствии с поступающими данными и выбранным критерием ка-
чества. 

В более сложной ситуации при непараметрической априорной неопреде-
ленности возникают трудности определения структуры процедуры обработки, 
которая может зависеть от типа распределений и перестраиваться в зависимости 
от меняющихся условий. Такие адаптивные алгоритмы трудно реализуемы. В 
этой ситуации часто используют минимаксные методы. Другим подходом к син-
тезу адаптивного алгоритма в таких условиях является выбор некоторой реали-
зуемой процедуры обработки, соответствующей приближенным типам распре-
делений для имеющихся данных, с дальнейшей оптимизацией этой процедуры 
по ее параметрам. Такая оптимизация соответствует частному случаю аппрок-
симации правила решения [43]. Аналогичная задача возникает, если процедура 
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Рис. 1.4. Структурная схема адаптивного оценивания межкадровых ПД. 
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обработки предопределена заранее, например, при использовании  уже 
готовой системы обработки информации. 

При больших объемах обрабатываемых данных, сложном комплексе ме-
шающих факторов и требовании обработки в реальном масштабе времени при-
меняется чаще последний из перечисленных подходов к преодолению априор-
ной неопределенности - используются адаптивные алгоритмы оптимизации па-
раметров некоторой модели ПД изображений. 

Итеративные и рекуррентные алгоритмы оценивания параметров 
 деформаций 

Оптимальные оценки α *  являются решением уравнения (1.42), опреде-
ляющего условия оптимальности и эквивалентного системе в общем случае не-
линейных уравнений относительно вектора параметров α . Для нелинейных 
уравнений (1.42) явное аналитическое выражение для оптимального вектора α *  
найти сложно [15] даже при наличии полной априорной информации. Поэтому 
приходится искать различные приближенные решения, большинство из которых 
получается методом последовательных приближений. Суть последних сводится 
к замене (1.42) разностным уравнением, решение которого α t  при t → ∞  стре-
мится к оптимальному вектору α * . 

Предположим, что условие оптимальности полностью определено (гради-
ент ( )∇ J α  средних потерь известен). В этом случае метод последовательных 

приближений приводит к итеративным алгоритмам вида 

( )α α αt t t t= − ∇− −1 1Λ J , t = 1 2, , . . .  , (1.47) 

где Λ t  - матрица усиления; α 0  - начальное приближение вектора параметров. 
Конкретный алгоритм определяется выбором матрицы усиления Λ t . Так, 

скалярная матрица усиления 

Λ Λt = = =

λ
λ

λ

λ

0 0
0 0

0 0

. . .

. . .
. . . . . . . . . . . .

. . .

I , λ > 0, (1.48) 

где I  - единичная матрица, соответствует градиентному методу. Обратная мат-
рица Гессе (1.44) 

( )( )Λ t t= ∇ −

−2
1

1
J α , (1.49) 
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соответствует методу Ньютона, а матрица 

( )( )Λ t = ∇
−2

0
1

J α  (1.50) 

- модифицированному методу Ньютона. 
Если средние потери квадратичны по α , то алгоритм (1.47) соответствует 

методу Ньютона-Рафсона [30] и приводит к оптимальному решению α *  за одну 
итерацию при любом α 0 . В этом случае градиент средних потерь ( )∇ J α  будет 

линейной функцией по α  и матрицы усиления (1.49) и (1.50) не будут зависеть 
от αt −1  и α0 . 

Структурная схема итеративного алгоритма (1.47) приведена на рис. 1.5. 
Она содержит нелинейный преобразователь Λ t  и дигратор (дискретный инте-

гратор), состоящий в свою очередь из линии задержки с положительной обрат-
ной связью(двойные стрелки соответствуют векторным связям).  

Поскольку в итеративных алгоритмах (1.47) используется полная априор-
ная информация, то система, представленная на рис. 1.5, автономна и не требует 
какой-либо дополнительной информации. Однако на практике ПРВ наблюдений 
и помех часто неизвестны и итеративный алгоритм не может быть непосредст-
венно использован для нахождения оптимальных значений α * . Поэтому боль-
шое распространение получили рекуррентные алгоритмы, использующие теку-
щую информацию, содержащуюся в наблюдениях и не требующие знания гра-
диента средних потерь ( )∇J α . Особенностью этих алгоритмов является то, что 

вместо градиента средних потерь они используют градиент функции потерь  
( )( )∇α ε αQ Zt , , который зависит от наблюдений Z t . Рекуррентные алгоритмы 

можно записать в виде 

( )( ),α α ε ααt t t t tQ Z= − ∇− −1 1Λ , t = 1 2, , ...  , (1.51) 

α0 t

t

( )∇ J α Λ t

αt −1

αt

 
 

Рис. 1.5. Структурная схема итеративного алгоритма. 
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где вид матрицы усиления Λ t  определяется тем или иным вариантом 

метода стохастической аппроксимации. Так, скалярная матрица усиления  

Λ Λt

t

t

t

t= = =

λ
λ

λ

λ

0 0
0 0

0 0

. . .

. . .
. . . . . . . . . . . .

. . .

I , λ t> 0 , (1.52) 

соответствует методу стохастической аппроксимации. При этом скалярные 
множители λ t  должны удовлетворять двум условиям 

а) λ t
t =

∞

∑ = ∞
1

;   б) λ t
t

2

1
< ∞

=

∞

∑ , (1.53) 

которые для широкого класса функций потерь ( )Q tε α,  и ПРВ помех обеспечи-

вают сходимость (в вероятностном смысле) оценок α t  рекуррентной процедуры 

(1.51) к оптимальному решению α * . Условиям (1.52) удовлетворяет, например,  
λ λt t= . 

Как видно из рис. 1.6, структурная схема рекуррентного алгоритма отлича-

ется от схемы итеративного алгоритма тем, что на функциональный преобразо-

ватель кроме обратной связи поступает еще и текущая информация - наблюде-
ния Zt . Использование и обработка этой системой текущих наблюдений позво-

ляет компенсировать неполноту априорной информации и при t → ∞  получить 

оптимальное решение.  

Таким образом, в итеративных алгоритмах используется предварительно 

накопленная и обработанная информация, по которой определяется градиент 
∇ J( )α t  или его оценка J( )∇ α t . В рекуррентных алгоритмах используется те-
кущая информация, извлекаемая из градиента ( )( )∇ −α ε αQ Zt t, 1  функции потерь. 

 

t

Zt

α0
αt

αt −1

( )∇α ε αF , Λ t

 
 

Рис. 1.6. Структурная схема рекуррентного алгоритма. 
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Обработка изображений предъявляет высокие требования к 
скорости сходимости адаптивных алгоритмов в случае последовательности кад-
ров. Изображения в последовательности обычно неоднородны по пространству 
и состоят из участков различных видов текстур. Поэтому даже в пределах одно-
го кадра процедура обработки должна существенно перестраиваться. Если из-
менение параметров по кадру относительно плавное, то возможно применение 
достаточно быстро сходящихся адаптивных алгоритмов без разделения кадров 
на однородные участки. В противном случае необходима предварительная сег-
ментация. Алгоритмы без сегментации, удовлетворяющие требованиям высокой 
скорости оценок рассматриваются в третьей главе. 

Аргументные и критериальные алгоритмы адаптивного оценивания  

По цели обработки данных адаптивные алгоритмы можно разделить на ар-
гументные и критериальные [38]. И в том, и в другом случаях исходной посыл-
кой их синтеза служит минимизация средних потерь, формально выражаемых 
некоторым функционалом (1.41) качества J( )α  , который нужно минимизиро-
вать по параметрам α . Однако требования к этой минимизации могут быть раз-
личными.  

В критериальных задачах целью является приближение J( )α  к минималь-
ному (максимальному) значению J J( )* *= α , а сами значения α  интереса не 
представляют и, вообще говоря, могут значительно отличаться от α * . Напри-
мер, если α  - весовой вектор линейной оценки гауссовского параметра по гаус-
совским наблюдениям и J( )α  - дисперсия ошибки оценки, то поверхности 
J( )α = const  представляют собой эллипсоиды, которые могут быть значительно 
вытянуты. Поэтому может оказаться, что J( ) J( )α α1 2< , хотя α 1  дальше от цен-
тра эллипсоида α * , чем α 1 . Следовательно, целью должно быть не максималь-

ное приближение к α * , а нахождение α  на эллипсоидах минимально возмож-
ных уровней. 

В аргументных задачах целью является возможно более точное отыскание 
точки α * . К этому типу относятся различные задачи измерения параметров, 
фильтрации, прогноза и т.д. Сам критерий J( )α  может вводиться искусственно 

и играть роль меры рассогласования оценки и точного значения параметра. При 
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этом вид алгоритма обработки часто оказывается одинаковым для широкого 
класса функций потерь. 

Идентификационные и безыдентификационные алгоритмы 

По методу нахождения оптимальных параметров α *  адаптивные алгорит-
мы можно разделить на идентификационные и безыдентификационные [47]. 
При обработке случайных процессов и полей, большее распространение полу-
чили адаптивные алгоритмы с идентификацией [3,45,100,113]. В этих алгорит-
мах по имеющимся реализациям (наблюдениям) сначала оцениваются необхо-
димые неизвестные характеристики γ  объекта обработки, например изображе-
ния. Затем полученные оценки γ  используются как точные значения парамет-

ров некоторой модели объекта в рамках неадаптивного байесовского подхода 
[101], то есть принимается α α γ= ( ) . В этом состоит суть большинства моди-

фицированных байесовских решающих правил. В очень широком классе задач в 
качестве γ  выбирают оценку МП. 

При всех своих положительных качествах идентификационные адаптивные 
алгоритмы имеют и недостатки, особенно в применении к обработке многомер-
ных данных. Зависимость данных от параметров γ  может быть чрезвычайно 

сложной или неизвестной (например, зависимость изображений от межкадро-
вых ПД), поэтому даже при известных γ  вычисление параметров процедуры 
обработки представляет сложную задачу. Получение хороших оценок γ  требует 

дополнительных вычислений и делает обработку по меньшей мере двухэтап-
ной: сначала нахождение оценок γ , а потом собственно обработка. Заметим, что 
вычисления, в которых используются γ , могут оказаться чувствительными к 

погрешностям этих оценок, например, матрицы выборочных ковариаций зачас-
тую оказываются плохо обусловленными. И, наконец, даже точное значение 
α α γ= ( )  может не давать минимума критерия J( )α , поскольку обрабатывае-

мые данные могут отличаться от используемой при синтезе алгоритма модели 
данных. 

В алгоритмах без идентификации минимизация J( )α  производится непо-

средственно по регулируемым параметрам α  без промежуточных оценок каких-
либо характеристик объекта обработки. При этом параметры α  подбираются 
итерационно в процессе текущей обработки по получаемому J( )α . Для реали-
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зации таких адаптивных алгоритмов необходима оценка текущего значения 
J( )α , то есть критерий должен быть в какой-то мере наблюдаемым, что являет-

ся ограничением на область применения данного подхода. При ненаблюдаемо-
сти критерия J( )α  выход может быть найден с помощью замены J( )α  на неко-
торый другой наблюдаемый J ( )d α , от которого требуется совпадение его точки 
минимума α d

*  с α *  в аргументных задачах или же приближение J( )α  к J * , ко-
гда J ( )d α  приближается к J J ( )* *

d d d= α , для задач критериальных. Описанный 

подход также соответствует байесовскому адаптивному подходу, поскольку 
J( )α  по-прежнему минимизируется. Отличие состоит только в способе мини-
мизации. При этом новый критерий J ( )d α  обычно является достаточной стати-

стикой по отношению к J( )α  (или к α ). 

Выбор подхода к синтезу алгоритмов оценивания пространственно-
временных деформаций изображений 

Учитывая требования простоты, быстрой сходимости и работоспособности 
при значительных вариациях реальной ситуации, алгоритмы оценивания ПД 
больших МИ целесообразно искать в классе рекуррентных безыдентификаци-
онных адаптивных алгоритмов. Представительной группой таких алгоритмов 
являются адаптивные псевдоградиентные алгоритмы [36,37,66], к которым от-
носятся, в частности, и алгоритмы типа стохастической аппроксимации [33]. К 
последним, в свою очередь, приводит выбор матрицы усиления вида 

Λ Λt

t

t

mt

= =

λ
λ

λ

1

2

0 0
0 0

0 0

. . .

. . .
. . . . . . . . . . . .

. . .

, λ i t > 0 . (1.54) 

Заметим, что элементы λ i t  в (1.54) также должны удовлетворять условиям 

(1.53), обеспечивающим сходимость алгоритмов стохастической аппроксима-

ции. 

Применение адаптивных псевдоградиентных алгоритмов позволяет решить 

ряд задач оценивания в сложных условиях параметров ПД МИ. Подробнее ре-

куррентные псевдоградиентные алгоритмы рассмотрены в третьей главе. 

1.7. Заключение 
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Алгоритмы оценивания параметров межкадровых 
пространственных деформаций многомерных гауссовских изображений в усло-
виях помех, синтезированные на базе метода максимального правдоподобия, 
могут иметь три вида представления, один из которых соответствует минимиза-
ции квадратичной формы, второй по структуре близок к корреляционно-
экстремальному, а третий - к процедурам многомерного дискриминирования. 
Оценка нижней границы погрешностей, возникающих при решении задачи оце-
нивания пространственных деформаций, полученная с использованием нера-
венства Рао-Крамера, тесно связана со средними значениями межэлементных 
разностей изображений.  

Тензорные рекуррентные процедуры оценивания параметров пространст-
венных деформаций последовательности изменяющихся МИ, найденные в 
предположении марковости деформаций, на современном этапе нереализуемы в 
системах реального времени из-за требования слишком больших вычислитель-
ных ресурсов. 

Анализ методов преодоления априорной неопределенности при синтезе ал-
горитмов обработки последовательностей многомерных изображений в услови-
ях комплекса мешающих факторов показывает, что для оценивания пространст-
венных деформаций изображений больших размеров перспективным является 
синтез рекуррентных безыдентификационных адаптивных алгоритмов. Пред-
ставительной группой таких алгоритмов являются псевдоградиентные алгорит-
мы. Сформированные ими оценки сходятся к оптимальным при довольно сла-
бых условиях. При этом скорость сходимости имеет обычный для адаптивных 
алгоритмов порядок. Псевдоградиентные алгоритмы применимы к обработке 
многомерных изображений с плавно меняющейся неоднородностью, рекур-
рентны, не требуют предварительной оценки каких-либо параметров исследуе-
мых изображений, что облегчает их реализацию в реальном времени. Кроме то-
го, эти алгоритмы устойчивы к импульсным помехам. 
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Г Л А В А   В Т О Р А Я

КВАЗИОПТИМАЛЬНЫЕ   НЕАДАПТИВНЫЕ   АЛГОРИТМЫ  
 ОЦЕНИВАНИЯ   МЕЖКАДРОВЫХ  СДВИГОВ  ИЗОБРАЖЕНИЙ 

Рассматривается распространенная задача оценивания параллельного 
сдвига изображений двух кадров в предположении реализации полученных алго-
ритмов в системах реального времени. Исследуются возможности расширения 
рабочего диапазона алгоритмов и компенсации смещенности оценок, вызван-
ной анизотропностью автокорреляционных функций изображений. Решается 
задача оценивания угла поворота двух изображений на основе информации об 
оценках сдвигов их локальных фрагментов.  
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Проблема измерения параллельного сдвига изображений 
исследовалась в многочисленных работах 19,20,23,34,39,68,69,78,80 и др.]. При 
этом разработанные алгоритмы оценивания, основанные на корреляционно-
экстремальном методе [18,19,23,39,69,78,80] и исследовании пространственного 
спектра (например, посредством многомерного преобразования Фурье 
[67,80,84]), требуют огромного объема вычислительных операций и, как прави-
ло, не удовлетворяют условию реализуемости в реальном времени. Из извест-
ных процедур указанному условию удовлетворяют алгоритмы независимой (по 
координатам) оценки проекций вектора сдвига, полученные А.Нетравали 
(A.N.Netravali) и Д.Роббинсом (J.D.Robbins) [95], Д.Лимбом (J.O.Limb) и 
Д.Мэрфи (J.A.Murphy) [90], А.В.Губановым и В.С.Киричуком [19], алгоритмы, 
предложенные К.Каффорио (C.Cafforio) и Ф.Рокка (F.Rocca ) [74] и ряд других. 
Однако известные алгоритмы не обеспечивают высокой точности оценивания и 
имеют небольшой рабочий диапазон, ограниченный, как правило, несколькими 
шагами сетки отсчетов. Недостаточно уделено внимания и анализу точности ал-
горитмов, в частности, влиянию коррелированности отсчетов изображения на 
точность получаемых оценок. 

Отметим также, что для реальных изображений характерна анизотроп-
ность, приводящая при независимой по координатам оценке проекций вектора 
сдвига к смещенности получаемых оценок. Известный алгоритм К.Каффорио и 
Ф.Рокка [74] позволяет избавиться от влияния на смещенность оценок асиммет-
ричности эллипсообразной КФ изображений; однако достигается это за счет 
существенного снижения точности оценивания. В целом же вопрос коррекции 
смещенности оценок, вызванной асимметричностью КФ, исследован мало. 
Учитывая сказанное, основное внимание в данной главе уделено разработке и 
исследованию реализуемых в реальном времени неадаптивных алгоритмов оце-
нивания параллельного сдвига изображений двух кадров. 

2.1. Синтез квазиоптимальных неадаптивных алгоритмов  
 оценивания межкадрового сдвига изображений 

Оптимальный алгоритм (1.27) оценивания взаимного сдвига двух изобра-
жений z1  и z2  приведен в разделе 1.4 при рассмотрении вопроса тензорного 
оценивания марковских сдвигов изменяющихся изображений. После очевидных 
упрощений (1.27) для одномерных изображений (случайных процессов) полу-
чаем квазиоптимальный алгоритм 
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2  и σ
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2  - дисперсии шумов и оценки сдвига соответственно; ( , )( )x j hý
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( )2 . Подставляя (2.2) в (2.1) и полагая ( )( )d d,x j h hý

j

n 2

1
1>>

=
∑ , 

получим 

( )( )
( , )

( , )

( ) ( )
( )

( )
h

x h z
x j h

x j h

ý j
j

N
ý

ý

j

N
=

−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=

=

∑

∑

1 2

1

1

1 2

1

d
dh

d
dh

. (2.3) 

Используя квадратичное приближение для производных (при квадратичной ин-
терполяции x1) приведем (2.3) к симметричному виду 
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1 1 2

1

. (2.4) 

Алгоритм (2.4) содержит оценки ( , )( )x j hý
1  случайного поля, которые можно 

получить с помощью методов нелинейной фильтрации [11,12,31 и др.]. Однако 
объем вычислений при нахождении таких оценок весьма значителен. Поэтому 
дальнейшее упрощение (2.4) при небольшом уровне шумов заключается в заме-
не оценок ( , )( )x j hý

1  наблюдаемыми значениями z xj j j
( ) ( ) ( )1 1 1= + θ  изображения 

z1 . При этом алгоритм оценивания сдвига принимает вид 
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Для более компактной записи введем обозначения ( ) ( )ε a b z zj b j a; ( ) ( )= −+ +
1 2 , 

( ) ( )∆ a b z zj a j b; ( ) ( )= −+ +
1 1 . Тогда (2.5) запишется как 
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ε ∆

∆
. (2.6) 

Заметим, что к выражению (2.6) приводит также минимизация среднего 
квадрата ошибки линейного прогноза при использовании для прогноза наблю-
дений z2  квадратичной интерполяции z1  и предположении, что коэффициент 
межкадровой корреляции r ≅ 1. Аналогичное выражение было получено 
А.Нетравали и Д.Роббинсом в работе [95] при синтезе алгоритма оценки сдвига 
методом разложения изображений в ряд Маклорена. 

Правило оценивания (2.6) можно дополнительно упростить, если заметить, 

что две суммы z zj
j
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j
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−∑  в числителе (2.5) являются оценками од-

ного и того же корреляционного момента. После исключения этих сумм алго-
ритм оценивания запишется следующим образом 
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Полученная процедура может быть условно названа корреляционной про-
цедурой оценки сдвига, поскольку в ее числителе вычисляется разность двух 
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корреляционных моментов z zj
j

N

j
( ) ( )2

1
1

1

=
+∑  и z zj

j

N

j
( ) ( )2

1
1

1

=
−∑ . При отсутствии сдвига меж-

ду z1  и z2  корреляционные моменты равны. При появлении положительного 
сдвига возрастает первый элемент и уменьшается второй. При отрицательном 
сдвиге наблюдается обратная картина. 

Смысл умножения на разность ( )z zj j+ −−1
1

1
1( ) ( )  и деления на квадрат этой раз-

ности в (2.5) становятся более понятными, если значение zj
( )2  представить в ви-

де z z h z zj j j j
( ) ( ) ( ) ( )( )2 1

1
1

1
1 2≅ + −+ − . После подстановки этого выражения формула 

(2.5) преобразуется к виду 
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Другая модификация выражения (2.6), основанная на предположении про-
порциональности величины сдвига отношению ε ∆  и направленная на исклю-

чение операций умножения, была предложена Д.Лимбом и Д.Мэрфи [90]: 
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∆
. (2.8) 

Отметим также, что одномерный вариант алгоритма, предложенного 
К.Каффорио и Ф.Рокка [74] полностью идентичен (2.8). Дальнейшим упроще-
нием (2.8) можно считать оценку 
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основанную на отношении полных вариаций опорного и разностного со сме-
щенным процессов и требующую дополнительного определения направления 
сдвига (при отсутствии соответствующей априорной информации). 



 

 

 

48

Модификация (2.7), использующая по аналогии с (2.8) в знаменателе сум-
му модулей, приводит к соотношению 
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Алгоритмы (2.6)-(2.10) на каждом шаге накопления сумм требуют исполь-
зования трех отсчетов: двух из опорного кадра и одного из сдвинутого. В этом 
смысле их можно условно назвать "трехточечными". Известны и другие трехто-
чечные процедуры [17,55,59,61 и др.]. Так, использование метода максимально-
го правдоподобия для авторегрессионной модели изображений приводит [17] к 
алгоритму  
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Трехточечные процедуры обеспечивают определение направления сдвига 
(знака оценки) за счёт использования отсчетов опорного кадра, отстоящих от 
zj

( )2  на расстоянии ± 1, а друг от друга, соответственно, на расстоянии 2. Это 

приводит к низкой точности аппроксимации изображения. Улучшить качество 
аппроксимации и, следовательно, точность оценок сдвига можно сократив рас-
стояние между опорными отсчетами до 1. Однако при этом требуется дополни-
тельно оценивать направление сдвига. Это удается осуществить за счет исполь-
зования на каждом шаге формирования сумм четырех отсчетов - по два с опор-
ного и сдвинутого кадров. В частности, "четырехточечный" модифицированный 
алгоритм (2.8) принимает вид 
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где 
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В (2.12) в качестве решающего правила выбора для оценки сдвига 

положительного знака используется условие 
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"Четырехточечный" аналог алгоритма (2.6) принимает вид 
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При этом для выбора знака оцениваемого сдвига целесообразно использовать 

решающее правило 
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Проведенные исследования показали [17,55,59], что правила (2.14) и (2.16) 

обеспечивают очень высокую надежность определения направления сдвига. 
Для двумерных (и большей размерности) изображений все полученные ал-

горитмы могут быть использованы для независимой по координатам оценки ба-
зисных составляющих вектора сдвига. Например, для оценки сдвига по коорди-
нате j 1  фрагмента изображения x 1 с координатами границ по j 1  от j a1  до j b1  и 
по j 2  от j a2  до j b2  алгоритм (2.6) запишется в виде 
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где ( ) ( )ε e l c d z zj c j d j e j l, ; , ,
( )

,
( )= −+ + + +1 2 1 2

1 2 , ( ) ( )∆ e l c d z zj e j l j c j d, ; , ,
( )

,
( )= −+ + + +1 2 1 2

1 1 . 

Оценка h2  проекции вектора сдвига на ось j 2  строится аналогично. 
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Алгоритм (2.12) для двумерного случая принимает вид 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

, ; , , sgn , ; ,

, ; ,

, ; , , sgn , ; ,

, ; ,

h h
h

i j

j

i j

j

i j

j

i j

j

i j

j

i j

j

i j

j

i j

j

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

=
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

==

==

==

==

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

1

2

0 0 1 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 1 0 0

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

ε ψ ψ

ε φ φ

∆

∆

∆

∆

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

, (2.18) 

где ( ) ( )( ) ( )( )ψ ε ε= − −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

==
∑∑0 5 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

2

2

1

1
. sgn , ; , , , ; , , sgn , ; ,∆

i j

j

i j

j

a

b

a

b
; 

( ) ( )( ) ( )( )φ ε ε= − −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

==
∑∑0 5 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

2

2

1

1
. sgn , ; , , , ; , , sgn , ; ,∆

i j

j

i j

j

a

b

a

b
. 

Аналогичным образом для двумерных изображений могут быть записаны и 
другие алгоритмы, рассмотренные в этом разделе. Проведенные исследования 
показали, что в случае круговой автокорреляционной функции плоского изо-
бражения точностные возможности алгоритмов в рабочей области примерно 
соответствует их одномерному варианту. При этом СКО оценки проекции h  на 
одну из базовых осей при увеличении сдвига по другой от 0 до 1 возрастает 
приблизительно на 20-25 %. 

Заметим также, что в рассмотренных выше алгоритмах при накоплении 
сумм числителя и знаменателя координаты ( )j j1 2,  отсчетов z 2  могут выбирать-

ся не только подряд (как в алгоритме (2.17)), но и с некоторым детерминирован-
ным или случайным прореживанием. Тогда координаты ( )j j i1 1 1= , ( )j j i2 2 2=  

отсчетов, входящих в суммы ( ).
i

N

i

N

2

2

1

1

11 ==
∑∑ , будут функциями номеров суммирования 

i1  и i 2 , то есть ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ε e l c d z zj i c j d j i e j i li
, ; , ,

( )
,

( )= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟+ + + +1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 . Как будет показа-

но в разделе 2.3, такой подход к выбору отсчетов позволяет снизить дисперсию 
оценок за счет уменьшения коррелированности слагаемых в суммах. 

Расширение рабочего диапазона квазиоптимальных алгоритмов 
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Квазиоптимальные алгоритмы оценивания сдвига, полученные в 

разделе 2.2, имеют, как правило, рабочий диапазон [-1.0  1.0], что ограничивает 

их применение при решения практических задач. Для расширения рабочего диа-

пазона может быть использовано предварительное измерение целой части 

сдвига с последующим переносом координат и измерением дробной части 

сдвига. Исследования показали, что задача измерения целой части сдвига с ус-

пехом может быть решена с использованием тех же алгоритмов. При этом, на-
пример для гауссовских СП с ρý = ÷0 6 0 999. . , рабочий диапазон алгоритмов 

может быть увеличен в 5÷10 раз. 

В приложении в качестве примера приведен алгоритм оценивания двумер-

ного сдвига с рабочей областью [-6  6], использующий процедуры (2.18), (2.20) 

и хорошо зарекомендовавший себя на практике. Алгоритм ориентирован на ра-

боту с изображениями небольших размеров, поэтому в нем обращается особое 

внимание на обеспечение максимально возможного числа слагаемых при фор-

мировании сумм числителя и знаменателя (2.18). Заметим, что при сдвиге кадра 

z2  относительно z1  на несколько элементов, например влево, область изобра-

жения, соответствующая крайним правым отсчетам кадра z1  отсутствует на 

кадре z2 . Поэтому на первых этапах алгоритма из рассмотрения должны быть 

исключены отсчеты, расположенные по периметру кадров z1  и z2  на расстоя-

нии от границ изображения, соответствующем максимальному сдвигу. По мере 

уточнения оценок на последующих этапах, рабочая область изображений рас-

ширяется (см., приложение), достигая максимума при оценке дробных частей 

проекций вектора сдвига. 

Статистическое моделирование приведенного в приложении алгоритма на 

имитированных и реальных кадрах изображений размером 44 44×  отсчета по-
казало, что он обеспечивает высокую точность оценивания ( )σ .

h
≈ 0 015 , устой-

чив к шумам (увеличение σ h  в два раза по сравнению со случаем отсутствия 

шума достигается при отношении СКО изображения к СКО шума менее 30) и 

имеет высокое быстродействие. Отметим также, что алгоритм удобен как для 

программной, так и для аппаратной реализации. 
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2.2. Компенсация влияния анизотропности изображений  
на смещенность оценок сдвига 

При аргументе вектора h , отличном от 0 5. kπ , k = 1 2, , . . . , анизотропность 

КФ приводит к смещенности оценок сдвига. Вызвано это тем, что все рассмот-
ренные в предыдущем разделе алгоритмы представляют собой отношения, где 
величина, пропорциональная оценке (числитель), формируется в направлении 
сдвига, а нормирующий множитель (знаменатель) - в направлении осей коорди-
нат (кроме алгоритма (2.11)). Отличие коэффициентов корреляции по этим на-
правлениям и обусловливает смещенность оценок. Поэтому независимое по ба-
зовым координатам оценивание сдвига изображений при асимметричной КФ не 
может быть рекомендовано. В подтверждение сказанного на рис.  2.1 приведены 
оценки (кружки) векторов сдвига ( )h k k= 0 25 0 251 2. , . , k k1 2 1 2 4, , ,= ± ± ± , ре-

ального изображения оптического диапазона с эллипсообразной КФ, получен-
ные с помощью алгоритма (2.18) при области суммирования 44х44 элемента. 
Хорошо видна зависимость погрешностей оценок от КФ изображения. Заметим, 
что асимметричность корреляционной функции изображений на практике 
встречается достаточно часто. Она может быть вызвана, в частности, отличаю-
щимися масштабами по базисным осям или наклоном оси фотоприемного уст-
ройства к поверхности объекта съемки. Во многих случаях КФ реальных изо-
бражений имеют эллипсообразные изолинии, что может быть обусловлено, на-
пример, наличием на изображениях протяженных ярких объектов (ориентиро-
ванные горные массивы, облака и т.п.), наблюдением неэкваториальных облас-
тей земной поверхности со стационарной орбиты спутника и т.д. 

Как уже отмечалось, вопрос влияния асимметричности КФ изображений на 
смещенность оценок сдвига исследован недостаточно. В частности, требованию 
несмещенности оценок частично удовлетворяет алгоритм оценки двумерного 
сдвига, предложенный К.Каффорио и Ф.Рокка [74] 
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Рис. 2.1. Экспериментальные результаты оценивания вектора 

 сдвига при асимметричной КФ изображений 
(а: " " - алгоритм (2.18), "∗" - алгоритм (2.21); б: " " - алгоритм (2.19)). 
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(2.19) 

где ( ) ( )
( ) ( )β1

0 0 1 0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 1 1 0 1 0= − ≠ −

− ≠ −
⎧
⎨
⎩

, sgn , ; , , sgn , ; , ;
, sgn , ; , , sgn , ; , ;

åñëè
åñëè

∆ ∆
∆ ∆    β β

β2
1
1

0 1
1 0= =

=
⎧⎨
⎩

, ;
, ;

åñëè
åñëè  

j N1 11= , ; j N2 21= , . 

Точностные возможности алгоритма (2.19) иллюстрируются рис. 2.1,б, где при-
ведены экспериментальные результаты, полученные на том же кадре и при тех 
же условиях, что и зависимости рис. 2.1,а. Анализ кривых показывает, что от 
влияния асимметричности КФ в целом удается избавиться, однако точность 
оценок неравномерна в рабочей области. Так, при h1 0=  СКО оценки сдвига 
σh = 0.003, при h1 0 25= .  - σ .h = 0 086 , при h1 0 5= .  - σ .h = 0 166 , при h1 1 0= .  - 
σ .h = 0 419 . В среднем по рабочей области σh  составило 0,226. 

Рассмотрим возможности компенсации смещенности оценок сдвига в си-
туации, когда КФ имеет эллипсообразные изолинии корреляции. При наложен-
ном ограничении максимальная смещенность оценок проекций вектора h  дос-
тигается при ( )h T= ± ±0 5 0 5. , . . Это очевидно из рис. 2.2,а, где условно показа-

ны четыре смежных отсчета zj j1 2
1
,

( ) , zj j1 21
1
+ ,

( ) , zj j1 2 1
1
,

( )
+  и zj j1 21 1

1
+ +,

( )  опорного кадра z1  и 
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отсчет zj j1 2
2
,

( )  сдвинутого кадра z2 , а тонкой линией - изолиния корреляции. 

Заметим также, что смещенность оценок 'h1  и "h1  алгоритма (2.18) противопо-
ложна по знаку (рис. 2.2), если при формировании сумм числителя для 'h1  ис-
пользовать слагаемые ( )ε ψ ψ, ; , ,0 0 , а для "h1  - слагаемые ( )ε ψ ψ, ; , , sgn0 2h . На 

этом свойстве может быть основан ряд подходов к компенсации смещенности 
оценок. Например, представим оценку h1  в виде линейной комбинации  

' "h a h a h1 1 1 2 1= + , 

где a1  и a2  - весовые коэффициенты. При отсутствии информации о точной 
форме КФ изображения логично предположить, что a a h1 2 21 1= − = − . В 

этом случае при отсутствии сдвига в направлении j 2  (h2 0= ) принимается 
оценка 'h1 , при h2 1=  - оценка "h1 , при 0 12< <h  - их линейная комбинация: 

( )' "h h h h h1 1 2 1 21= − + . 

Для исключения неизвестного параметра h2  воспользуемся его оценкой h2 . 
Учитывая, что оценка h2  также смещена, осуществим её коррекцию с помощью 
уточненной оценки h 1 . Затем уточним оценку h1. Повторяя такие коррекции 

многократно, в предельном случае приходим к оценкам вида: 
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,
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 а)  б) 
 

Рис. 2.2. Влияние асимметрии КФ изображений 
 на смещенность оценок сдвига 
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В зависимости от требований быстродействия и точности для получения 
оценок 'h1 , "h1 , 'h2  и "h2  может быть использован один из алгоритмов, рас-

смотренных в разделе 2.1. Так, при использовании алгоритма (2.18) 
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На рис. 2.1,а звездочками показаны скорректированные оценки параметров 
сдвига, полученные с помощью процедуры (2.21). Анализ показывает, что сме-
щенность оценок уменьшилась в среднем в 2,4 раза по сравнению со случаем 
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без корректировки (а для области 0 5 1 01 2. .,< <h  - примерно на порядок) 

и в 3,2 раза по сравнению с алгоритмов (2.19). Выигрыш в точности достигается 
за счет двукратного (по отношению к 2.18)) увеличения объема вычислений. 

Отметим также, что если КФ изображения известна, то в рассмотренной 
методике коррекции смещенности оценок сдвига могут быть использованы со-
ответствующие нелинейные зависимости для весовых коэффициентов a1 и a 2 . 

2.3. Погрешности оценивания квазиоптимальных алгоритмов 

Найдем дисперсию σ
h
2  и математическое ожидание mh  погрешности оце-

нивания линейного сдвига случайного процесса z2 { }= zj
2  относительно 

z1 { }= zj
1 , j ∈Ω , при использовании алгоритмов (2.6) и (2.15), нашедших ши-

рокое применение в качестве базовых процедур при решении различных прак-

тических задач [19,52,54,90,103,104]. 

Будем считать, что модель наблюдений z1 и z 2  аддитивная z xi i i= + θ , 
i = 1 2, , где x 1 и x 2  - гауссовские случайные поля с нулевым математическим 
ожиданием, дисперсией σx

2  и известной КФ ( )R u , заданной непрерывно на Ω ; 

θ1  и θ2  - некоррелированные мешающие гауссовские поля с нулевым средним и 
дисперсией σ θ

2 . 

В качестве промежуточных величин определим математическое ожидание 

и дисперсию числителя и знаменателя (2.6). При этом для сокращения записи 

будем использовать обозначения  

( )( )y z z z zj j j j j= − −+ −1
1

1
1 1 2( ) ( ) ( ) ( )  и ( ) ( )( )y p z z z zj j p j p j p j p= − −+ + − + + +1

1
1

1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) . 

Легко показать, что математическое ожидание числителя  

( )( )
( ) ( )( )

m M y M x x x x

N R h R h

j
j

N

j j j j j j j j
j

N

x

D 2=
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
= + − − + − −

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
=

= − − +
=

+ + − −
=

∑ ∑2

2 1 1
1

1
1

1
1

1
1

1
1 1 1 2 2

1
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

θ θ θ θ

σ
 (2.22) 

а математическое ожидание знаменателя 

( ) ( )( )m z z N R gj j
j

N

xE = −
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
= − ++ −

=

−∑M ,( ) ( )
1

1
1

1 2

1

2 12 1 2σ  (2.23) 
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где ( )R u  - значение нормированной КФ при аргументе u ; h  - сдвиг z2  

относительно z1 ; g x= σ σθ
2 2  - отношение дисперсии сигнала к дисперсии шума 

для изображений z1  и z2 . 
Дисперсия σD

2  числителя (2.6) определяется выражением 

( ){ } { } ( ){ }( )σD
2

1 1
= −

= = −

−

∑ ∑
j

N

j j j j
p j

N j
M y y p M y M y p , (2.24) 

где ( ){ } { } ( ){ }M y y p M y M y pj j j j−  - элемент v j p j, +  ковариационной матрицы 

( )V x xD
1 2, , j N= 1, , p j N j= − −1 , . После несложных, но весьма громоздких 

преобразований получаем 

( ) ( )σ σ σ θD D Dx2 2 2= + , (2.25) 

где ( ) ( )( )( )σ θ σ σθD x N D
N

R g A2 2 2 12
1

2 1 2= + − + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ; (2.26) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )σ σD x
p

N
x N

N p
N

B p h R h R R h R h2 4

1

1 24 2 1 1 2
1
2

1 1=
−

+ − − + − − +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=

−

∑ , ; (2.27) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

B p h R p R p h R p h R p R p R p
R p R p h R p h R p R p h R p R p R p h
,

;
= − + − − − + − − +

+ − − − − + + − − + × − + − − + + − + +
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
 (2.28) 

( ) ( ) ( )A R h R h R h= − + − −2 2 2 ; ( )( )( )D R g= − + −2 1 2 1 . (2.29) 

Аналогично можно определить и дисперсию знаменателя 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )σ σE x
p

N
N

N p
N

A R g
N

D
N

R R2 4 2

1

1 2 14 2 1 2 3
1

2 1
2

4 2=
−

+ − + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=

−
−∑ .  (2.30) 

При N >> 1 выражение для σD
2  и σE

2  упрощаются 

( ) ( ) ( ) ( )( )
σ σD x

p

N
N

N p
N

B p h C
R h R h

g D2 4

1

1 2
18 2

1 1
2

≈
−

+ +
− − +

+
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟=

−
−∑ , , (2.31) 

где ( )( ) ( )( )C R h R h= − +1 1 . (2.31) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )σ σE x
p

N
N

N p
N

A R g D R R2 4 2

1

1 2 14 2 1 2 3 2 4 2≈
−

+ − + − −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=

−
−∑ . (2.33) 

Заметим, что при g > 1 и N → ∞  коэффициент вариации знаменателя (2.6) 
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γ
σ

= =E

Em

( ) ( )( )( )
( )( )

N p A N R g D

N R g
p

N
− + − +

− +

=

−
−

−

∑ 2

1

1 2 1

1

2 1 2

1 2
. (2.34) 

стремится к нулю. На рис. 2.2 для примера приведены зависимости γ  от t  для 

авторегрессионной (АР) ( ) ( )R u u= −exp .0 1385  и гауссовской 

( ) ( )R u u= −exp .0 0277 2  КФ при g− =1 0  и g− =1 0 01. . Из графиков видно, что 

для практически значимого диапазона значений g и N  величина γ << 1. Ука-

занное обстоятельство дает основание использовать при нахождении математи-

ческого ожидания и дисперсии оценки h  алгоритма (2.6) упрощенные соотно-

шения 

( ) ( )
( )( )

m
m
m

R h R h

R gh
D

E

≈ =
− − +

− + −

1 1

2 1 2 1
; (2.35) 

σ
σ
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E

2
2
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m
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( )( )

N p B p h N C
R h R h

g A

N R g
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− + +

− − +
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1
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2 1 2

2
1 1

2

0 5 1 2
, (2.36) 

где ( )B p h, , C  и ( )B p h,  определяются выражениями (2.28), (2.29) и (2.32). 
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Рис. 2.2. Коэффициент вариации числителя (2.6). 
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Анализ соотношений (2.30) и (2.35) показывает, что оценки h  сдвига 
смещенные, причем смещенность оценок ∆h h h= −  не зависит от объема вы-
борки N , но существенно зависит от отношения дисперсии шума к дисперсии 
сигнала g−1. При g− → ∞1  оценка h → 0 . Для примера на рис. 2.3 приведены 

графики зависимости систематической погрешности оценивания ∆h  от h  алго-
ритма (2.6) для АР и гауссовской КФ при g− =1 0 (сплошные линии) и g− =1 0.05 

(пунктирные линии). Смещенность h  отсутствует при h = 0 . При отсутствии 
шумов ∆h  достигает максимального значения при h = ±0 5. . Так, для приведен-
ных на рис. 2.3 зависимостей max ∆h = 0,009 для АР КФ и 0,078 - для гауссов-

ской КФ. При увеличении g−1  величина ∆h  увеличивается, в том числе и при 

h = ±1 0. . 
Дисперсия оценок h  зависит от сдвига h  и величины g. Минимальная 

дисперсия оценок достигается при h = 0. При наличии шумов степень их влия-
ния на σh

2  зависит также от сдвига h . В целом, при увеличении g−1 относи-

тельная зависимость σh
2  от h  уменьшается. На рис. 2.4 в качестве примера при-

ведены графики зависимостей σh
2  от h  при g = 0 0 05, .  и 015.  для гауссовской 

КФ. 
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Рис. 2.3. Зависимость смещенности h  от величины сдвига 

 для алгоритма (2.6). 
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При выводе выражений (2.35) и (2.36) предполагалось, что при 
накоплении сумм числителя и знаменателя (2.6) отсчеты { }zj

( )1  берутся подряд 

без пропусков. Однако, как показывает анализ, коррелированность zj
( )1  и zj p+

( )1  

приводит к увеличению дисперсии σ h
2  оценок сдвига h . Для уменьшения σ h

2  

при том же числе слагаемых в (2.6) отсчеты zj
( )1  могут браться с некоторым де-

терминированным или случайным прореживанием. Тогда номер ( )j i  отсчета бу-

дет зависеть от номера i  очередного слагаемого и 

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

h
z z z z

z z

j i j i j i j i
i

N

j i j i
i

N=
− −

−

+ −
=

+ −
=

∑

∑

2 1
1

1
1

1

1

1
1

1
1 2

1

. (2.37) 
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Рис. 2.4. Зависимость дисперсии оценки h  от величины сдвига. 
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Рис. 2.5. Выигрыш по дисперсии при некоррелированности 
  отсчетов ( )zj i

( )1  и ( )zj k
( )1 . 

При выводе выражений (2.35) и (2.36) предполагалось, что при накоплении 
сумм числителя и знаменателя (2.6) отсчеты { }zj

( )1  берутся подряд без пропус-

ков. Однако, как показывает анализ, коррелированность zj
( )1  и zj p+

( )1  приводит к 

увеличению дисперсии σ h
2  оценок сдвига h . Для уменьшения σ h

2  при том же 

числе слагаемых в (2.6) отсчеты zj
( )1  могут браться с некоторым детерминиро-
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ванным или случайным прореживанием. Тогда номер ( )j i  

отсчета будет зависеть от номера i  очередного слагаемого и 

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

h
z z z z

z z

j i j i j i j i
i

N

j i j i
i

N=
− −

−

+ −
=

+ −
=

∑

∑

2 1
1

1
1

1

1

1
1

1
1 2

1

. (2.37) 

В качестве примера на рис. 2.5 приведены графики функции выигрыша 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

η
σ

= +

− − − + + − − − +− − −

=

−

∑
1

2 1 2 2 21 1 1

1

1

2

N p B p h g R g N R h R h R h
p

N

hí

,
. (2.38) 

по дисперсии в зависимости от h  при гауссовской КФ, N = 400  и g = 0, 0,01 и 
0,05. Анализ показывает, что выигрыш η  зависит от h  и с увеличением g−1  

уменьшается в среднем с 23% до 4 %. 
По аналогии с рассмотренными выше преобразованиями найдем mh  и σh

2  

алгоритма (2.15). Как и в предыдущем случае, для сокращения записи будем ис-
пользовать обозначения 

( )( )y z z z zj j j j j= − −+1
1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )  и ( ) ( )( )y p z z z zj j p j p j p j p= − −+ + + + +1

1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) . 

Математическое ожидание числителя m D  и знаменателя m E  (2.15) определяет-

ся соотношениями 

( ) ( ) ( )( )m M y N R R h R h gj
j

N

xD =
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
= − + − − +

=

−∑
1

2 11 1 1σ ,  (2.39) 

( ) ( )( )m M z z N R gj j
j

N

xE = −
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
= − ++

=

−∑ 1
2 2 2

1

2 12 1 1( ) ( ) ,σ  (2.40) 

где ( )g x= σ σθ
2 ; ( )R u  -нормированная КФ. Тогда 

( ) ( )
( )( )m

m
m

R h R h
R gh

D

E

≈ = −
− −

− + −

1
2

1

2 1 1 1
. (2.41) 

Анализ показывает, что как и для алгоритма (2.6), дискриминационная ха-
рактеристика (2.15) нелинейна и зависит от КФ изображений z1  и z 2 . При этом 
в отличии от алгоритма (2.6) для (2.15) m .h → 0 5 при g → 0 . При 0 0 5< <h .  и 
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наличии шумов это приводит к занижению h , а при 0 5 1 0. .< <h  - к 
завышению. Для иллюстрации этих закономерностей на рис. 2.6 приведены 
графики систематической погрешности оценивания ∆h  при g− =1 0 , 0 05.  и 0 1.  

и гауссовской КФ. На этом же рисунке для сравнения показаны зависимости ∆h  
от величины сдвига для алгоритма (2.6). Из выражений (2.35) и (2.41) следует, 
что при отсутствии шумов в диапазоне сдвигов [0  1] алгоритм (2.15) обеспечи-
вает примерно вчетверо меньшую смещенность оценок по сравнению с алго-
ритмом (2.6). 

Найдем теперь дисперсию σh
2  оценок алгоритма (2.15). Для составляющих 

дисперсии ( ) ( )σ σ σ θD D Dx2 2 2= +  числителя (2.15), опуская громоздкие промежу-

точные преобразования запишем 

( )σD x2 = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )(N
N p

N
R p R p R p h R p h R p R px

p

N
σ 4 2
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1
5 3 1 1

−
− + − − + + + − +
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−

∑  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ))

+ + + + − − + + − + + − +
+ − + + − + − − + + − − + +
+ − + − + + + + −

2 1 1 1 1 1
1 2 1 1 1 1

1 1

R p R p h R p R p h R p R p R p R p h
R p R p R p h R p R p R p h R p R p
R p h R p h R p h R p h .

 (2.42) 
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В отличие от (2.6) "шумовые" составляющие (2.15) дают ненулевой 
вклад в элементы главной и первых побочных диагоналей ковариационной мат-
рицы ( )V x xD

1 2, . Для элементов главной диагонали получаем 

( ) ( ) ( )( )( )v R h R R h gj j x, = + − − − + −2 6 2 1 4 1 4 32 2 1σ σθ , j N= 1, , 

а для элементов первых побочных диагоналей - 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )v v R h R R h R h R h R gj j j j x, ,+ +
−= = − − + − + + − − + +1 1

2 2 12 2 5 1 4 1 1 2 2σ σθ , 

где j N= −1 1,  для v j j+1,  и  j N= 2,  σ θ
2  для v j j, +1 . 

Тогда дисперсия "шумовой" составляющей  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )((
( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

σ θ σ σθD xN R g R h R h R h R

R R h
N

R R h R h R h R

2 2 2 15 2 1 1 6 1 2 1 1

2 2
2

2 1 3 1 1 2 2

= − + + − − + + − +

+ − − + − − + + − − + ⎞
⎠⎟

−

.
 (2.43) 

Дисперсию знаменателя (2.15) после соответствующих преобразований 
можно записать в виде 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( )

σ σE x
p

N
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N
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2
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=
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−
⎞
⎠
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− −

∑

.
 (2.44) 

При N >> 1 выражение (2.44) можно упростить: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( ) ( )( ))

σ σE x
p

N
N

N p
N

R h R h R p R

g R g R R

2 4 2

1

1 2

1 1

4 2 1 1 2 1 1

3 2 1 1 2 2 1

=
−

− − − + + −
⎛

⎝
⎜ +

+ − + − −
=

−

− −

∑

.
 (2.45) 

Таким образом, с учетом (2.41 ) окончательно получаем 

( )( )
σ

σ

σ
h

D

xN R g
2

2

2 4 1 2
4 1 1

≈
− + −

. (2.46) 

Анализ соотношений (2.44), (2.46) и (2.36) показывает, что при значениях 
g− <1 0 01.  дисперсия (2.46) в несколько раз ниже дисперсии (2.36). Для примера 
на рис. 2.7 приведены графики зависимости σh

2  от величины сдвига h  при 

g− =1 0 , 0 05.  и 0 15. . Из графиков видно, что зависимость дисперсии от h  с  



 

 

 

67

ростом g−1  уменьшается. Одновременно снижается и выигрыш 

по дисперсии оценок алгоритма (2.15) по сравнению с (2.6). 
Выше приведен анализ точностных возможностей двух квазиоптимальных 

алгоритмов из восьми, рассмотренных в разделе 2.1. Очевидно, что и другие ал-
горитмы этой группы могут быть проанализированы аналогичным образом. 
Однако при анализе изображений размерности два и выше аналитические вы-
ражения становятся очень громоздкими, поэтому целесообразнее использование 
статистического моделирования. 

Статистический анализ точности оценок сдвига двумерных 
изображений 

Ниже приводятся некоторые результаты статистического анализа квазиоп-
тимальных алгоритмов (2.6)-(2.12), (2.15), (2.20)-(2.21), который проводился как 
на имитированных, так и на реальных изображениях оптического и инфракрас-
ного диапазонов. При имитации изображений опорная (исходная) реализация 
формировалась с использованием двумерного уравнения АР 

( )z z z zj j ý j j ý j j ý j j ý x j j j j1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1

1
1

1
1 2

1 1
1 21,

( )
,

( )
,

( )
,

( )
, , ,= + − + − +− − − −ρ ρ ρ ρ σ ξ θ  (2.47) 
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Рис. 2.7. Зависимость дисперсии оценки от величины сдвига 

 для алгоритмов (2.5) и (2.15). 
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где θ j j1 2,  - независимая гауссовская случайная величина (СВ) с нулевым 

математическим ожиданием и дисперсией σ θ
2 ; ρý  - коэффициент межэлемент-

ной корреляции; ξ j j1 1,  - нормированная гауссовская СВ; j N j N1 1 2 21 1= =, , , . 

Для имитации изображений с достаточно широким классом КФ сдвинутые 
на ( )h h h T= 1 1,  реализации { }zj j1 2

2
,

( ) , 1 11 2 2, , ,N j N= , СП строились из опор-

ной реализации { }x j j1 2
1

,
( ) , как на основе АР уравнения (2.47), так и с помощью 

интерполяции полиномами первой, второй и третий степени. Кроме того, опор-
ный и сдвинутый кадры формировались также усреднением отсчетов (скользя-
щее среднее) более мелкой сетки АР СП. Полученные таким образом СП сум-
мировались с белыми полями помех. При этом σθ

2  выбиралась исходя из тре-

буемого отношения g дисперсии сигнала к дисперсии шума. Графики сечений 
КФ таких СП при ρý = 0 85.  и g− =1 0  приведены на рис. 2.8. На этом рисунке 

кривая 1 соответствует АР модели; кривые 2, 3 и 4 -интерполяции полиномами 
первой, третьей и второй степени соответственно; кривая 5 - "скользящему 
среднему". Там же приведены значения КФ реальных изображений оптического 
(кружочки) и инфракрасного (звездочки) диапазонов. Аппроксимация кривых 
экспоненциальной зависимостью вида ( )exp − ahb  дает диапазон изменения па-

раметра b от 1 до 3 (для АР - b = 1, при "скользящем среднем", линейной и ку-
бической интерполяции b ≈ 2 , при квадратичной интерполяции - b ≈ 3). 

Заметим, что из использованных способов формирования сдвинутого СП с 

точки зрения физических представлений более корректно применение "сколь-

зящего среднего", а также кубической и линейной интерполяций, имеющих 

близкие КФ, соответствующие параметру b ≈ 2 . Это же подтверждается и ана-

лизом КФ реальных изображений (рис. 2.8). При квадратичной интерполяции 

для прогнозируемой точки используется разный объем информации "справа" и 

"слева" (два отсчета и один). Это делает корреляционные свойства интерполи-

руемого участка разными при использовании правой и левой ветвей параболы 

(так как для одной и той же точки получаются разные значения прогноза). Все 

это в приложении к решаемой задаче заставляет относиться к квадратичной ин-

терполяции с осторожностью и рассматривать ее полезность с точки зрения 
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формирования КФ с параметром b ≈ 3. Другим предельным случаем ( )b = 1  

является АР модель. Она не всегда адекватно описывает дискретное по про-

странству изображение, отсчеты которого, как правило, зависят от интегральной 

яркости конечного участка исходного изображения, что приводит к экспоненци-

альным КФ с параметром b > 1. Поэтому при проведении эксперимента наи-

большее внимание уделялось линейной и кубической интерполяциям и методу 

"скользящего среднего".  

Для устранения влияния анизотропности КФ при исследовании зависимо-
сти характеристик оценки сдвига h1 от вида сечения КФ сдвиг h 2  задавался 

равным нулю. 
Некоторые характерные результаты эксперимента при ρý = 0 98. , g = 102  и 

размере области суммирования 40 40×  отсчетов приведены на рис. 2.9, 
рис. 2.10 и в табл. 2.1. При этом в таблицу сведены значения mh  и σ h  для алго-

ритмов (2.6)-(2.8), (2.9)-(2.12) и (2.15), полученные при 40 значениях h , равно-
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Рис. 2.8. Сечения КФ исследуемых изображений 

(Способ формирования: 1 - АР модель; 2, 3 и 4 - полиномы первой,  
третьей и второй степени соответственно; 5 - "скользящее среднее"; 

 "о" и " * "- реальные изображения оптического и инфракрасного 
)
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мерно распределенных в диапазоне  [- 1.0 1.0]  и  усредненных  по  400  кад-
рам.  Рис. 2.9 отражает конкретные реализации оценок сдвига пяти лучших по 
точностным возможностям алгоритмов при кубической интерполяции и дает 
представление о характере зависимости погрешности оценивания ∆h h h= −  
от h , а также о степени устойчивости к шумам оценок, полученных с помощью 
разных алгоритмов. На рис. 2.10 приведены реализации оценок сдвига для ал-
горитма (2.11) при различных способах формирования сдвинутого изображения. 

Анализ результатов эксперимента позволяет сделать следующие выводы. 
При всех способах формирования сдвинутого изображения { }zj j1 2

2
,

( ) , алгоритмы 

(2.6) и (2.7) имеют нелинейную дискриминационную характеристику ( )h h , оп-

ределяемую соотношением (2.35). Минимум смещенности h  обеспечивается 

при   построении    СП   с   использованием   АР   модели (2.47).  Связано  это  с 

Статистические оценки алгоритмов оценивания сдвига  Табл. 2.1 
 Способ формирования смещенного кадра 

Алго- Интерполяция полиномом Авторег- "Скользящее
ритм 1 степени 2 степени 3 степени рессия среднее" 

 σh  mh  σh  mh  σh  mh  σh  mh  σh  mh  

(2.6) 0.0060 -0.0023 0.0055 -0.0006 0.0258 0.0394 0.0284 0.0088 0.0209 0.0448

(2.7) 0.1054 0.0037 0.0353 -0.0485 0.0647 0.0089 0.0579 -0.0544 0.0394 -0.0084 

(2.8) 0.0407 -0.0086 0.0244 0.0005 0.0376 0.0431 0.0416 -0.0018 0.0251 0.0279

(2.9) 0.1497 0.3092 0.1597 0.1771 0.1502 0.2241 0.0347 0.4115 0.0429 0.1695

(2.11) 0.0791 0.0911 0.1241 -0.1938 0.0972 -0.1120 0.0270 -0.0158 0.0784 -0.1835 

(2.12) 0.0039 -0.0012 0.0171 -0.0567 0.0147 -0.0034 0.0245 0.0071 0.0109 -0.0014 

(2.15) 0.0034 0,0009 0.0095 -0.0169 0.0037 0,0083 0,0226 0,0047 0,0064 0,0041
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  1 - алгоритм (2.11);
  2 - алгоритм (2.7);
  3 - алгоритм (2.6);
  4 - алгоритм (2.12);
  5 - алгоритм (2.15),

ρý g= =0 98 102. ; .

 

Рис. 2.9. Реализации оценок сдвига при кубической интерполяции. 
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  1 - "скользящее среднее";
  2 - полином 3 степени;
  3 - полином 1 степени;
  4 - полином 2 степени;
  5 - АР модель.

ρý g= =0 98 102. ; .

 

 

Рис. 2.10. Реализации оценок сдвига (алгоритм (2.11)) 

при различных способах формирования сдвинутого кадра. 

 

 

тем, что экспоненциальная КФ такого СП на начальном участке хорошо аппрок-

симируется прямой. Алгоритм (2.7) в условиях шумов отличается неустойчиво-
стью оценок, вносящей свой вклад в σh . Это объясняется тем, что формируемая 
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алгоритмом (2.7) оценка основана на разности близких по величине 

коэффициентов корреляции, поэтому требуются повышенные точность вычис-

ления этих оценок и объем выборки. Таким образом, алгоритмы (2.6)-(2.7) мо-

гут быть рекомендованы к использованию при наличии априорной информации 

о характере КФ СП. Алгоритм (2.7), кроме того, следует применять при боль-
шом числе элементов N N N= ×1 2 . 

Алгоритм (2.11), синтезированный для АР модели СП, обеспечил, как и 

следовало ожидать, при этой модели лучшие результаты. Однако даже незначи-

тельное изменение КФ СП резко ухудшает его точностные возможности (см. 

табл. 2.1 и рис. 2.10). Из этого следует, что алгоритмами, оптимизированными 

для конкретного вида КФ СП, при других моделях СП следует пользоваться 

только после предварительного анализа. Поэтому в условиях априорной неоп-

ределенности применение алгоритма (2.11) не может быть рекомендовано. 

Из рассмотренных процедур наиболее устойчивыми  к виду КФ СП явля-

ются алгоритмы (2.12) и (2.15), а также (2.6) и (2.8). В самом деле, усредненное 
СКО алгоритма (2.15) составляет σ h = 0,09; для алгоритма (2.12) - σh = 0,14; а 

для алгоритмов (2.6) и (2.8) соответственно σh = 0,17 и σh = 0,34. Для сравне-

ния заметим, что следующий по качеству алгоритм (2.11) обеспечивает 
σh = 0,81. 

В целом алгоритмы оценки сдвига имеют существенно нелинейную дис-

криминационную характеристику, характер которой зависит от вида КФ изо-

бражений. Даже незначительное изменение КФ может значительно изменить 

вид дискриминационной характеристики. Кроме того, для большинства алго-

ритмов смещенность оценок зависит также от отношения сигнал / шум. Все это 

делает проблематичной апостериорную коррекцию результатов измерения сдви-

га при априорной неопределенности относительно вида КФ изображений.  

Таким образом, из исследуемых процедур оценки линейного сдвига изо-

бражений в диапазоне [-1.0  1.0] по критериям быстродействия, точности и ус-

тойчивости к шумам могут быть рекомендованы алгоритмы (2.12) и (2.15). 
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2.4. Оценка угла поворота изображений по сдвигам  
 локальных фрагментов 

Расширим вектор оцениваемых параметров межкадровых ПД изображе-
ний, введя в него угол поворота φ . Тогда ( )α = h

T
, φ , а ( )h h h T= 1 2,  приобре-

тает смысл сдвига координат центра поворота. Такая постановка задачи соот-

ветствует ситуации отсутствия глобальных и локальных межкадровых мас-

штабных искажений. 

Пусть при небольших (несколько градусов) углах поворота на изображении 

выделены локальные фрагменты, размеры которых много меньше размера изо-

бражения в целом. В такой ситуации все отсчеты локального фрагмента оказы-

ваются сдвинутыми примерно на одну величину. Поэтому при оценке вектора 

α  для каждого отдельного локального фрагмента составляющей поворота мож-

но пренебречь. Совокупность же оценок параллельных сдвигов всех фрагмен-

тов дает информацию об угле поворота изображения. Таким образом, задача 

может быть сведена к оценке сдвига локальных фрагментов. При этом могут 

быть использованы алгоритмы, рассмотренные в разделах 2.1 и 2.2.  

Пусть на кадре z1 произвольно расположены k  локальных фрагментов. 
Полученные оценки ( )h h h T

ν ν ν= 1 2, , ν = 1, k , параллельных сдвигов этих 

фрагментов на кадре z 2  отнесем к некоторым конкретным координатам, напри-

мер, к геометрическим центрам фрагментов. Будем также предполагать, что 
оценки hν  равноточные. Тогда по оценкам сдвигов k  произвольно расположен-

ных точек изображения, имеющих на кадре z1  координаты ( )j j1 2ν ν, , ν = 1, k , 

необходимо оценить угол поворота φ . Отметим, что такими точками могут быть 

также центры контрастных зон, реперные точки и т.п. 

Для синтеза алгоритма оценивания угла поворота заметим, что в результате 

поворота ν -я точка изображения займет на сдвинутом кадре положение с коор-
динатами ( )j j' , '1 2ν ν  

( ) ( )j j j j' cos ; ' sin1 10 2 20ν ν ν ν ν νρ γ ρ γ= + + = + +φ φ , 
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где ρν  и γ ν  - полярные координаты точки ( )j j1 2ν ν, ; ( )j j10 20,  - точка центра 

поворота (в которой ( ) ( )h j j h j j1 10 20 2 10 20 0, ,= = ). 

Найдем оценки параметров ϕ , j 10  и j 20  с помощью метода наименьших 

квадратов 

( )( ) ( )( )S j h j j j j h j j j
k

= − − + − − =
=
∑
ν

ν ν ν ν ν νϕ ϕ
1

1 1 1 10 20
2

2 2 2 10 20
2

' , , ' , , min . (2.48) 

После решения системы уравнений 
( )

∂
∂ ϕ

S
j j, ,10 20

0= , получим 

( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,
φ =

−

+ − −
arctg

B j h B j h

B j h B j hj j

2 1 1 2

2 2
1 1 2 21 2

ν ν ν ν

ν ν ν νσ σ
; 

.j
j
k k

h ctg h
k k k

10
1

1
1

1
2

1

0 5
2

= − −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

= = =
∑ ∑ ∑ν

ν
ν

ν
ν

ν

φ ; (2.49) 

.j
j
k k

h ctg h
k k k

20
2

1
2

1
1

1

0 5
2

= − −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

= = =
∑ ∑ ∑ν

ν
ν

ν
ν

ν

φ , 

где ( ),B a b
k

a b
k

a b
k k k

= −
= = =
∑ ∑ ∑1 1

1
2

1 1
ν ν

ν
ν

ν
ν

ν
. 

Смысл процедур (2.49) состоит в определении такого положения сдвинуто-

го кадра относительно опорного, при котором минимальна сумма квадратов 

расстояний между положением заданных точек изображения на опорном кадре 

и оценкой их положения на сдвинутом. 
Расстояние ( )l j j1 2,  между положением точки изображения ( )j j1 2,  на кадре 

z1  и ее положением на z2  определяется выражением 

( ) ( ) ( ) ( )l j j j j j j1 2 1 10
2

2 20
2

2 2, sin= − + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ φ . (2.50) 

Тогда, выбрав в качестве центра поворота произвольную точку ( )j j1 2,  на кадре 

z1 , совмещение изображений может быть достигнуто дополнительным к пово-
роту сдвигом z2  на величину ( )− l j j1 2, . Заметим также, что в пределах кадра 

{ }z1 1
1 2

= zj j,
( ) , j N1 11= [ , ] , j N2 21= [ , ] , минимальный сдвиг достигается в точке 
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Эффективность оценок (2.49) исследовалась с помощью статистического 

моделирования на имитированных и реальных кадрах изображений размером 

256×256 элементов при коэффициенте корреляции между соседними отсчетами 
ρý = ÷0 7 0 995. . . Для нахождения угла поворота предварительно оценивался па-

раллельный сдвиг 7÷ 10 локальных зон изображения размером 30 30×  отсче-

тов, выбранных произвольным образом. Результаты эксперимента показали, что 

при угле поворота до 3o  и модуле вектора сдвига до 5 шагов сетки отсчетов 
СКО погрешности оценки угла поворота находилось в пределах ( )15 2 5 10 4. .÷ ⋅ −  

радиан. Для оценки параллельных сдвигов локальных зон использовались алго-

ритмы (2.12) и (2.15) с итерационным определением целочисленной части сдви-

га (см., раздел 2.5 и приложение). 

В заключение заметим, что аналогично рассмотренной может быть решена 

и задача оценивания глобальных (коэффициент масштаба) или локальных мас-

штабных искажений (см., раздел 3.4). 

2.5. Заключение 

Рассмотренные квазиоптимальные алгоритмы оценивания параллельного 

сдвига изображений, разработанные на базе оптимальных процедур, позволяют 

более чем в 1,5 раза улучшить соотношение дисперсии оценок и вычислитель-

ных затрат по сравнению с алгоритмами Лимба-Мэрфи и Нетравали-Роббинса. 

Оценки параметров, получаемые при использовании предложенных алгорит-

мов, являются состоятельными в том смысле, что их дисперсия стремится к ну-

лю при бесконечном увеличении размеров изображения. Смещенность оценок 

зависит от критерия качества и вероятностных свойств изображения. 
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Алгоритм компенсации смещенности оценок, вызванной 

анизотропностью КФ, позволяет при эллипсообразной КФ изображения снизить 

смещенность в 3-4 раза при увеличении вычислительных затрат примерно 

вдвое. 

Для оценивания угла поворота изображений может быть использована ин-

формация об оценках параллельных сдвигов произвольно расположенных ло-

кальных фрагментов изображения. Экспериментальные исследования одного из 

таких алгоритмов, полученного с помощью метода наименьших квадратов, по-

казали, что на близких к гауссовским изображениях при размере кадров 

200 200×  элементов и угле поворота до 3o  СКО оценок угла поворота составля-

ет сотые доли градуса. 

Рассмотренные алгоритмы реализуемы в системах реального времени и 

аппаратно и программно. При этом структура обработки может быть как парал-

лельной, например, мультитранспьютерной, так и конвейерного типа. Разреше-

нию противоречия между скоростью поступления информации и быстродейст-

вием вычислительных средств способствует то, что обработка отсчетов кадров 

может вестись в произвольном порядке, например в порядке развертки с проре-

живанием, определяемым быстродействием имеющихся в распоряжении аппа-

ратных средств. 
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ПСЕВДОГРАДИЕНТНЫЕ  АЛГОРИТМЫ  ОЦЕНИВАНИЯ   
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ   ДЕФОРМАЦИЙ   ИЗОБРАЖЕНИЙ 

Исследуются возможности построения реализуемых в реальном времени 
квазиоптимальных безыдентификационных адаптивных псевдоградиентных 
алгоритмов оценивания межкадровых пространственных деформаций много-
мерных изображений в условиях их неполного описания. Синтез алгоритмов 
проводится при заданном и неизвестном наборе параметров модели простран-
ственных деформаций на основе предложенных целевых функций. Разрабаты-
ваются рекомендации по выбору вида псевдоградиента, направленные на со-
кращение вычислительных затрат. Для полноты изложения в первом разделе 
приводятся описание и общие свойства псевдоградиентных алгоритмов. 

3.1. Описание и общие свойства псевдоградиентных алгоритмов 

Предположим, что модель ПД МИ определена с точностью до вектора па-

раметров α , а критерий качества оценивания α  сформулирован в терминах ми-
нимизации некоторого функционала J( )α , который прямо или косвенно отра-

жает ожидаемые потери. Определить в указанном смысле оптимальные пара-

метры α *  нет возможности ввиду неполноты описания МИ. В этом случае па-

раметры α  можно найти на основании анализа предъявленной реализации Y  

МИ с помощью некоторой процедуры адаптации. Тогда задача адаптации может 
быть сформулирована как задача минимизации J( ) J( , )α α= Y  для конкретной 

реализации Y . Однако представляет интерес обойти этот промежуточный этап 

исследования и определять α  непосредственно по получаемым значениям 
J( , )α Y  

α α αt t t t Y= − ∇− −1 1Λ J( , ) , (3.1) 

где α t  - следующее за α t −1 приближение точки минимума; Λ t  - положительно 
определенная матрица, определяющая длину шагов; ∇ −J( , )α t Y1  - градиент 
функции J( , )α t Y−1 . 

В алгоритме (3.1) каждый очередной шаг производится по направлению 
наискорейшего спуска. При выполнении определенных условий [37,38] имеет 
место сходимость α αt → * , но она может оказаться слишком медленной. Для 



 

 

 

79

ее ускорения можно выбрать направления, отличные от 
антиградиента, как это сделано, например, в методах Ньютона и сопряженных 
градиентов [7]. Однако, применению этих методов в обработке изображений 
препятствует необходимость многократных громоздких вычислений 
∇ −J( , )αt Y1 , каждое из которых обычно включает в себя всю процедуру обра-
ботки Y  при параметрах α t − 1. Значительно сократить объем вычислений мож-
но, если использовать вместо ∇ −J( , )α t Y1  его усечение ∇ = ∇− −Q Yt t t( ) J( , )α α1 1  
на некоторую часть Yt  реализации Y . Например, в качестве Yt  можно взять 

скользящее окно. В этом случае в (3.1) на каждом шаге нужно производить 
меньше вычислений, но вместо точного значения ∇ −J( , )α t Y1  будут использо-
ваться значения градиента со случайной ошибкой γ t − 1 : 

α α α γ α αt t t t t t t tY Q= − ∇ + = − ∇− − − − −1 1 1 1 1Λ Λ( J( , ) ) ( ) . (3.2) 

Алгоритм (3.2) отличается от градиентного алгоритма (3.1) использованием 

приближенных значений градиента вместо точных. Последовательность при-
ближений  α α1 2, , . . .   становится случайной, поэтому скорость и сам факт схо-

димости к α *  зависят не только от вида J( )α , но и от вероятностных свойств 
ошибок γ t . 

Известные процедуры стохастической аппроксимации [33] также исполь-
зуют J( )α  и ∇ J( )α  со случайными ошибками, а в методах стохастического по-

иска [42] применяется даже искусственное введение случайной составляющей в 

направление очередного шага итерационного алгоритма, что позволяет иногда 
увеличить скорость сходимости. Таким образом, усечение градиента на Yt  по-

зволяет не только сократить вычисления, но и в ряде случаев улучшить сходи-

мость процедуры оценки параметров алгоритма. 

Анализ подходов к синтезу процедур оценивания ПД больших МИ в ре-

альном времени (см., раздел 1.6) показывает, что алгоритмы, удовлетворяющие 

требованиям простоты, быстрой сходимости и работоспособности в различных 

реальных ситуациях, целесообразно искать в классе рекуррентных безыденти-

фикационных адаптивных алгоритмов. Наиболее представительной группой та-

ких алгоритмов являются адаптивные псевдоградиентные алгоритмы (ПГА). 

Понятие псевдоградиента (ПГ), на основе которого разработан единый подход к 
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анализу и синтезу разнообразных алго-

ритмов стохастической минимизации 

функционалов, было введено Б.Т. Поляком 

и Я.З. Цыпкиным в работе [36]. Класс ПГА 

адаптации очень широк и включает в себя 

алгоритмы стохастической аппроксимации, 

случайного поиска и многие другие.  
В ПГА используется процедура [36] 

α α βt t t t= −−1 Λ

, (3.3.) 

где α  - m -мерный вектор оцениваемых параметров; Λ t  - положительно опре-

деленная матрица (матрица усиления), например, Λ t
t

m

t

t

=

λ
λ

λ

1

2

0 0
0 0

0 0

. . .

. . .
. . . . . . . . . . . .

. . .

, 

λ i t > 0, i m= 1, ; α0  - начальное приближение вектора параметров; βt  - неко-

торое случайное направление в пространстве параметров, зависящее в общем 
случае от значений α t −1 и от номера шага t . 

Направление βt  называется ПГ функционала J( )α  в точке α t −1, если вы-

полнено условие [36] 
[ ]∇ ≥−J( ) M{ }α βt

T
t1 0 , (3.4) 

то есть если вектор βt  составляет в среднем острый угол с точным значением 
градиента функционала. На рис. 3.1 показан градиент ∇ −J( )α t 1 , различные 
возможные направления βt  и их среднее значение M{ }βt . Алгоритм (3.3) назы-
вается псевдоградиентным, если βt  является ПГ на каждом его шаге. В этом 

случае шаги в (3.3) будут производиться в среднем в сторону уменьшения J( )α  
и можно ожидать, что последовательность α α1 2, , ...  будет сходиться к точке 

минимума α * . Действительно, выполнение некоторых относительно слабых ус-
ловий оказывается достаточным для сходимости α αt →

*  с вероятностью еди-
ница при любом начальном приближении α0 . Несколько вариантов условий ар-

гументной и критериальной сходимости ПГА приведено в работах [36-38]). 

t−1

−J t( )1

M t{ }β

 
 

Рис. 3.1. Градиент и  
псевдоградиент.  
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Структурная схема измерителя параметров межкадровых ПД 
изображений, реализующая алгоритм (3.3), приведена на рис. 3.2. Она содержит 
функциональный преобразователь β , на вход которого поступают наблюдаемые 
на t -й итерации кадры изображений Z t , нелинейный преобразователь Λ t , за-

дающий направление и величину шагов алгоритма (3.3), и дискретный интегра-
тор (дигратор), с помощью которого формируется оценка α t , состоящий из ли-

нии задержки на время итерации и положительной обратной связи. 
Если градиент средних потерь известен (условие оптимальности (1.42) 

полностью определено), то итерационный алгоритм (1.47) будет псевдогради-
ентным при выборе диагональной матрицы усиления вида [66] 

Λ Λt

m

= =

λ
λ

λ

1

2

0 0
0 0

0 0

. . .

. . .
. . . . . . . . . . . .

. . .

,  λ i > 0 ,  i m= 1, . (3.5) 

Для рекуррентных алгоритмов (1.51) псевдоградиентному подходу соот-
ветствует положительно определенная матрица усиления B  

Λ t t= λ B . (3.6) 

В частности, если B I=  - единичная матрица, то 

Λ t t= λ I , (3.7) 

а при λ t t= −1 имеем 

Λ t t
=

1 B  (3.8) 

К рекуррентному ПГА стохастической аппроксимации приводит матрица усиле-
ния (1.54). При этом скалярный множитель λ t  в (3.6), а также λ i t,  в (1.54) также 

t

β α t

α0
α t−1

tlZt

 
Рис. 3.2. Структурная схема измерителя 

                параметров межкадровых ПД изображений. 
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должны удовлетворять условиям (2.53). 
Как уже отмечалось, не всегда целью является приближение α t  к α * , ино-

гда достаточно только потребовать, чтобы J( )α t  было достаточно близко к 

J J( )* *= α , то есть чтобы качество обработки было близко к потенциально дос-

тижимому J * . Вопросы критериальной сходимости ПГА исследованы в [38]. 
Отметим, что условия критериальной сходимости несколько слабее условий 
сходимости аргументной. Скорость сходимости в обоих случаях, как правило, 
имеет обычный для стохастических алгоритмов порядок O t( )−1 2 , хотя для кри-

териальных алгоритмов она часто несколько выше, чем для аргументных. 
Алгоритм (3.3) является более общим, чем (3.2), так как в нем не предпола-

гается возможность вычисления J( )α t −1  или ∇ −J( )α t 1 , хотя бы и со случайной 

ошибкой, то есть J( )α  может быть и ненаблюдаемым. Необходимо только вы-
полнение условия псевдоградиентности (3.4). В частности, в качестве βt  может 

быть выбрано зашумленное значение градиента некоторого другого функциона-
ла J ( )ä α , у которого та же точка минимума α *  при решении аргументных задач 
или же, для задач критериальных, J( ) J( )*α αt →  при J ( ) J ( )*

ä t äα α→ . 

При синтезе ПГА для заданного функционала необходимо найти некоторый 
относительно легко вычисляемый ПГ, что, как показывает опыт, может быть 
сделано при решении широкого круга задач обработки изображений. Заметим, 
что представление (3.3) очередного приближения искомых параметров не явля-
ется снижением общности по сравнению с алгоритмами вида 

α ϕ α ψ αt t t tZ= +− −( ) ( , )1 1 , (3.9) 

например, алгоритмами калмановской фильтрации. Действительно, (3.9) можно 
представить в виде (3.3) 

α α α ϕ α ψ α α βt t t t t t t tz= − − − = −− − − − −1 1 1 1 1[ ( ) ( , )] , (3.10) 

где β t  соответствует ПГ. Таким образом, существенным является не форма за-

писи (3.3), а переход к следующим значениям параметров в среднем в сторону 
улучшения ожидаемого результата. Поэтому многие известные итерационные 
адаптивные алгоритмы, в том числе и адаптивный метод наименьших квадра-
тов, могут быть отнесены к классу псевдоградиентных [27,35,64,73,85,86, 90,95 
и др.]. 
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Допустимость зависимости β t  от предыдущих значений α t  дает возмож-

ность применения ПГА для обработки не только одномерных случайных про-

цессов, но и МИ, обработка которых производится в порядке некоторой раз-
вертки. При этом βt  могут зависеть от уже вычисленных значений α t  в преды-

дущих строках изображения. 

Выше предполагалось, что задачей является нахождение точки минимума 
α *  функционала J( , )α Y , единой для всей реализации Y . Это означает, что вся 

Y  обрабатывается с постоянными параметрами. Такая обработка оптимальна, 

если Y  однородна. При этом для сходимости (3.3) к α *  требуется бесконечное 
убывание последовательностей λ i t, . Если же λ i t, , начиная с некоторого момен-

та ограничить снизу, например, оставить постоянными ( ),λ λi t i= , то диспер-

сии погрешностей оценок α t  параметров α *  перестанут уменьшаться и будут 

иметь порядок λ i
2 . Таким образом, если для оценки параметров α *  обработку 

производить с постоянной Λ Λt = , то по достижении установившегося режима 

будет осуществляться некоторая квазиоптимальная обработка. Такой подход при 

плавном изменении характеристик Y  дает возможность применения ПГ адап-

тивных алгоритмов к обработке неоднородных изображений без их сегментации 

на участки относительно однородной структуры или использовать алгоритм 

(3.3) для текущей оценки переменных параметров α * . При этом к алгоритму 

предъявляются иные требования. Вопрос об асимптотической сходимости сни-
мается, требуется же возможно более точное приближение α t  к переменному  

αt
*  или же J( )α t  к J( )*α t . Возникает также известная проблема компромисса 

при выборе λ i : для уменьшения дисперсии погрешности оценки нужно умень-

шать коэффициенты λ i , а для избежания запаздывания оценки эти коэффици-

енты следует увеличивать. Тем не менее, во многих случаях удается подобрать 
λ i , при котором достигается достаточно высокое качество обработки неодно-

родных данных с помощью ПГА. Отметим, что обработка при этом может осу-

ществляется в порядке развертки изображения. 
Отмеченные качества адаптивных ПГА делают их привлекательными для 

применения в обработке МИ. Различные модификации ПГА оценивания ПД 
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изображений последовательности кадров проанализированы в разделах 
3.3 и 3.4. 

Псевдоградиентные тензорные алгоритмы оценивания марковских 
пространственных деформациях многомерных изображений  
Для вычисления тензорных коэффициентов рекуррентного уравнения 

(1.24) оценивания вектора параметров ПД, приведенного в разделе 1.4, требует-
ся задание моделей МИ и ПД. Если параметры этих моделей не заданы, то оце-
нить их можно по имеющимся наблюдениям, то есть использовать идентифика-
ционный подход к адаптации. Однако такой подход чрезвычайно громоздок, 
особенно в случае неоднородных МИ. Другим подходом к получению адаптив-
ных алгоритмов в данных условиях является использование ПГ. Для этого вве-
дем сводный набор параметров κ k k ý

k k= ℜ( , , )P P , состоящий из тензорных ко-

эффициентов уравнений (1.25) и (1.27).  
Рассмотрим стационарный случай, когда при k → ∞  тензоры ℜk ý

k k, ,P P  

стремятся к некоторым предельным значениям ℜ* * *, ,P Pý , которые можно ис-

пользовать в алгоритме (1.27), что ухудшит результаты только на начальном 
этапе. Поэтому рассмотрим уравнение (1.27) в установившемся режиме:  

( ) ( )d
d

α α
α θk ýk

ý
k

k

k
ý
k= + −

−
P x V z x

1
, αýk = ℜ −αk 1 , (3.11) 

где оптимальные значения ℜ* * *, ,P Pý  тензоров ℜ, ,P Pý  неизвестны и их требу-

ется найти. 
Как показано в работе [13], при оптимальном наборе параметров κ k  оцен-

ки αk  и x э
k  оптимальны или не оптимальны одновременно. Поэтому оптимиза-

ция фильтрации по αýk  может выполняться как оптимизация прогноза x э
k , то 

есть по критерию минимума средних квадратов ошибок компенсации 
( )∆k kκ = −z ( )x k

ý
kα = zk − x э

k ( )ℜ, ,P Pý . Для требуемой минимизации функ-

ционала 

( )J κ = ( )( ) ( )M ∆ ∆k T kκ κ⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

 

можно применить адаптивный ПГА (3.3), взяв, например, ПГ 
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( )( ) ( )( )
β κ

κ

κk
k

t

k
t

= −
−

∆
∆

1
1∂

∂
. (3.12) 

При соответствующем выборе Λ t  последовательность κ k
k

ý
k k= ℜ( , , )P P  с 

вероятностью единица сходится к единственной точке минимума 
κ∗ = ℜ( , , )* * *P Pý α . Отметим, что дифференцирование по κ  в (3.12) означает 
дифференцирование каждого элемента по каждому из элементов ℜ , Pý  и P , 

поэтому получающейся градиент β k  является матрицей (тензором) размерно-
сти на единицу выше размерностей ℜ , Pý  и P . 

В ситуации нестационарности МИ и его наблюдений описанный алгоритм 

может быть использован для оценки плавно меняющихся параметров 
κ k k ýk k

* * * *( , , )= ℜ P P . При этом можно выбрать Λ k = const . 

Препятствием для реализации тензорных адаптивных ПГА является их вы-

числительная сложность, поскольку применяемые тензоры имеют очень боль-

шие размеры. В перспективе такие алгоритмы могут быть реализованы на осно-

ве параллельных вычислительных процедур. При современном же состоянии 

вычислительной техники выход может быть найден, например, с помощью па-

раллельной обработки небольших перекрывающихся фрагментов изображений. 

3.2. Рекомендации по выбору вида псевдоградиента 

Важнейшим моментом при синтезе адаптивных ПГА вида (3.3) является 
нахождение ПГ функционала качества J( , )α Y  или его усечения J( , )α Yt . При 

обработке СП J( , )α Y  часто выражается через математическое ожидание неко-
торой функции v Y( , )α : 

J( , ) M{ ( , )}α αY v Y= . (3.13) 

Например, это может быть средний квадрат ошибки некоторых параметров. То-
гда 

v Y f Y Y( , ) [ ( , ) ] ( , )α α χ α= − =2 2∆ , (3.14) 
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где χ  - точное значение параметра; f Y( , )α  - его оценка. К (3.14) приводят 

задачи прогноза, фильтрации СП и многие другие. 
Если реализации v Y( , )α  или ∇v Y( , )α  наблюдаемы (например, в задачах 

прогноза), то в качестве псевдоградиента можно выбрать 

β αt tv Y= ∇ −( , )1  (3.15) 

или его сужение 
β αt t tv Y= ∇ −( , )1  (3.16) 

на скользящую часть Yt  реализации Y . Если при этом возможно дифференци-

рование под знаком математического ожидания в (3.13), то условие 
псевдоградиентности (3.4) выполняется.  

При ненаблюдаемости реализаций функции (3.14) может быть введен 
вспомогательный наблюдаемый функционал качества. Например, при оценке 
математического ожидания случайной величины X  можно выбрать 

J ( , ) {( ) },ä t t tX M X xα α β α= − = − −
2

1 ; (3.17) 

при оценке среднего квадрата случайной величины X  - 

J ( , ) {( ) },ä t t tX M X xα α β α= − = − −
2 2 2

1; (3.18) 

при оценке коэффициента корреляции между центрированными случайными 
величинами X  и Y  с одинаковыми дисперсиями - 

J ( , , ) {( ) }, ( )ä t t t t tX Y M X Y x y xα α β α= − = −−
2

1 , (3.19) 

где x t  и yt  - значения X  и Y  в t -м испытании. 

Выбор целевых функций при оценивании параметров межкадровых 
 пространственных деформаций изображений 

Пусть каждый из кадров z1 1= { }( )zj  и z2 = { }( )zj
2  МИ, определенного на сет-

ке отсчетов Ω : { ( , , . . . , }j j j j n= 1 2 , представляет собой аддитивную смесь ин-

формационного СП { }x j  и белого СП { }θ
j

 : z xj j j
( ) ( ) ,1 1= + θ  

( )z x j jj j
( ) ( ), , ,2 2= + ∈α θ Ω  где α - m -мерный вектор неизвестных параметров 

преобразования ( )f α  СП { }x j  в ( )x j α , соответствующий ПД. Тогда при оцени-

вании α  функционал качества ПГА можно определить из полученных методом 
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максимального правдоподобия соотношений (1.11) и (1.13), 
определяющих условия построения оптимальных алгоритмов. Так, из соотно-
шения (1.11), минимизирующего квадратичную форму, получаем градиент 

( ) ( )( ) ( )( )∇ = ∇ − −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

−J , , ,α α αY j lj
T

z lz x V z x2 1 2 , (3.20) 

где l j, ∈Ω ; Vz  - ковариационная матрица условного распределения 

( )w z zj j{ } / { , }( ) ( )2 1 α .  

Учитывая 

( ) ( ) ( )
∇ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟J

J
, .. . ,

J∂

∂α

∂

∂α1 m
, 

соотношение (3.20) можно переписать в виде: 

( ) ( ) ( )( )∇ = −
∈

−∑J ,
,

,
,

( )α
∂ α

∂α
αY

x j
V x l z

j l
z l lj l

Ω

1 2 . (3.21) 

Например, в предположении, что x xj j= , j n= 1 1,  - отсчеты известной де-

терминированной функции z xj j
( )1 =  и z x jj j j

( ) ( , )2 = +α θ , ковариационная мат-

рица принимает вид  
Vz j lj l, ,= σ δθ

2 , 

где σθ
2  - дисперсия шума. Тогда из (3.21) получаем градиент 

( ) ( ) ( )( )∇ = −
∈
∑J ,

, ( )α
σ

∂ α

∂α
α

θ

Y
x j

x z
j

j j
1

2
2

Ω
, (3.22) 

обеспечивающий минимальную дисперсию погрешности оценивания, опреде-
ляемую соотношением (1.18). 

Для задач, в которых произведение ( )( ) ( )x V xα αT
z
−1  можно считать не зави-

сящим от параметра α , функционал качества можно определить из соотноше-
ния (1.13). Тогда 

( )∇ =J ,α Y ( )( )[ ]− ∇ =− ( )x V zα
T

z
1 2 ( )

−
∈

−∑
∂ α

∂α

,

,

( )x j
V z

j l
Z lj l

Ω

1 2 . (3.23) 

При этом заметим, что для нахождения оптимальных оценок α *  требуется мак-
симизация (1.13). Это обстоятельство обусловливает выполнение шагов рекур-
рентного алгоритма (3.3) не в направлении антиградиента, а в направлении гра-
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диента, чему в (3.23) соответствует знак минус. Таким образом, при по-
строении квазиоптимальных ПГА оценивания ПД изображений требуется как 
минимизация функции потерь (1.11), так и, в ряде случаев, максимизация функ-
ции качества (1.13).  

Выражения (3.21) и (3.23) с учетом наложенных при их выводе ограниче-
ний определяют оптимальные целевые функции (ЦФ) для рекуррентных алго-
ритмов при  конкретных реализациях изображений z1  и z 2 . Однако указанные 
соотношения предполагают громоздкие вычисления и на современном этапе не 
реализуемы в системах реального времени. 

Возможности сокращения вычислительных затрат за счет выбора 
 псевдоградиента 

Как уже отмечалось в разделе 3.1, сокращения числа операций при оптими-
зации ЦФ можно добиться переходом к ПГ, например, вместо ∇ −J( , )αt Y1  мож-

но использовать его усечение ∇ −Q Zt Ât( , )α 1 , где Z Ât ( ){ }= z x jj tt
( ) , ,2 α  - локаль-

ная выборка ЦФ Q на t -й итерации; zj t
( )2 ∈z2 , j t Bt∈ ∈Ω Ω . Тогда в соответст-

вии с (3.21) получаем ПГ 

( ) ( ) ( )( )β α
∂ α

∂α
αt Bt

j l
Z lQ Z

x j
V x l z

Bt
j l

= ∇ = −
∈

−∑,
,

,
,

( )

Ω

1 2 , (3.24) 

а в соответствии с (3.23) - ПГ 

( )β αt BtQ Z= −∇ =,
( )

−
∈

−∑
∂ α

∂α

,

,

( )x j
V z

j l
Z l

Bt
j l

Ω

1 2 . (3.25) 

Большего сокращения вычислительных затрат можно достичь, предполо-
жив, что в z1 и z2  наблюдается одна и та же реализация x  (СП не изменяется 
от кадра к кадру). Тогда VZ j lj l, ,≈ σ δθ

2  и выражения (3.24) и (3.25) существенно 

упрощаются 

( ) ( ) ( )( )β α
∂ α

∂α
αt Bt

j
jQ Z

x j
x j z

Bt

= ∇ = −
∈
∑,

,
, ( )

Ω

2 , (3.26) 

( )β αt BtQ Z= −∇ =,
( )

−
∈
∑

∂ α

∂α

, ( )x j
z

j
j

BtΩ

2 . (3.27) 
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В (3.26), (3.27) и далее в выражениях для ПГ опущен постоянный 
множитель, как не влияющий на направление ПГ. 

Отметим также, что выражение (3.26) для оценки ЦФ аналогично (3.24), 
полученному для ситуации, когда z xj j

( )1 =  - отсчеты известного изображения. 

Дальнейшего уменьшения вычислительных затрат в ПГА оценивания ПД 
можно добиться заменив прогноз значений деформированного кадра 

( ) ( ){ }, , / { },( )x j M x j zjα α α= 1  (3.28) 

 более простой оценкой. Эта оценка может быть получена, например, на основе 
некоторой интерполяции, в качестве параметров которой на очередной итерации 
используются оценки α  параметров ПД, полученные на предыдущей итерации. 
Тогда локальная выборка ЦФ на t -й итерации 

Z Ât { }= z zj jt t
( ) ( ), ~2 1 ; z

j t

( )2 ∈z2 , ~ ~ ( , )( ) ( )z z jj t tt
1 1

1= ∈−α ~z ,  (3.29) 

где ~z  – непрерывное изображение, полученное из z 2  с помощью некоторой ин-
терполяции; j t Bt∈ ∈Ω Ω , и соотношения (3.26) и (3.27) для ПГ примут вид 

( )
( ) ( )( )β α

∂ α

∂α
α

α α

t Bt
t

j
t jQ Z

z j
z j z

t Bt
t

t

= ∇ = −
∈

=

∑
−

,
~ ,

~ ,
( )

( ) ( )
1

1 2

1
Ω

, (3.30) 

( )β αt BtQ Z= −∇ =,
( )

−
∈

=

∑
−

∂ α

∂α
α α

~ ,( )
( )z j

zt

j
j

t Bt
t

1
2

1
Ω

. (3.31) 

Заметим, что выражения для ПГ (3.26) и (3.30) соответствуют задаче ми-
нимизации среднего квадрата межкадровой разности (СКМК) 

min ( )z z jj
( ) ( ) ( , )2 1 2

− α , j ∈Ω . (3.32) 

Таким образом, ЦФ в этом случае является СКМР 

Q = ( )z z jj
( ) ( )( , )2 1 2

− α , j ∈Ω  (3.33) 

изображения { }z j( ) ( , )1 α  и изображения { }zj
( )2 , определенного на сетке отсчетов 

Ω , где z j( ) ( , )1 α  соответствует ( , )x j α  для соотношения (3.26) и ~ ( , )( )z j1 α  для 

соотношения (3.30). 
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Выражения (3.27) и (3.31) служат решению задачи максимизации 
выборочного коэффициента межкадровой корреляции (ВКМК) 

max
{ }cov , ( , )( ) ( )

Ω
z z jj

z z

2 1

1 2

α

σ σ
, j ∈Ω  (3.34) 

где σ z1  и σ z2  - оценки СКО изображений { }z j( ) ( , )1 α  и { }zj
( )2 . Соответственно в 

этих случаях ЦФ является ВКМК ( )z1 Ω,α  и z2 . 

Q =
z z j z z jj j

z z

( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , )2 1 2 1

1 2

α α

σ σ

−
, j ∈Ω . (3.35) 

В отличие от (3.33) ЦФ (3.35) инвариантна к глобальному изменению ин-
тенсивности отсчетов изображения z2 , то есть при использовании ЦФ (3.35) 
моделью наблюдений z 2  может быть 

{ } ( ){ }z a kx j jj j
( ) ( ), , ,2 2= + + ∈α θ Ω . (3.36) 

где a  и k > 0- некоторые константы. ЦФ (3.33), использующая межкадровые 
разности, требует, строго говоря, выполнения равенств a = 0  и k = 1. 

Таким образом, использовать СКМР в качестве ЦФ целесообразно при от-
сутствии у изображений z1  и z2  мультипликативных искажений и помех типа 
постоянной составляющей. Если же изображение z2  представимо моделью 
(3.36), то в качестве ЦФ целесообразно использовать ВКМК. 

Как уже отмечалось, во многих случаях в качестве ПГ ЦФ Q  можно вы-
брать 

β ϕ αt t Y= ∇ −( Q( , ))1 , (3.37) 

где ϕ  - векторная функция той же размерности, что и ∇Q . Например, в качест-
ве ϕ  может быть использовано линейное преобразование с положительно опре-
деленной матрицей. Если ошибки γ t  в определении градиента имеют симмет-

ричные относительно нуля распределения, то псевдоградиентность сохраняется 
при любой нечетной функции ϕ . 

Очень простые и в то же время хорошо сходящиеся алгоритмы получаются 
при выборе в качестве ϕ  знаковой функции [71] 

( )β αt tQ Y= ∇ −sgn ( , )1  или ( )β ϕ αt tQ Y= ∇ −sgn ( ( , ))1 , (3.38) 
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где ( )sgn( ) sgn( ), . . . , sgn( )x x x m
T= 1 . При использовании (3.38) в ПГ алго-

ритме (3.3) каждая компонента ,α i t  вектора α t  отличаются от соответствующей 

компоненты ,α i t −1 на ± λ i t, . Если при этом каждая из компонент ошибки γ t  

принимает положительные и отрицательные значения с равными вероятностя-
ми, то условие псевдоградиентности (3.4) выполняется. 

Применяя знаковую функцию к соотношениям (3.30) и (3.31), получаем: 
для СКМР 

( )
( )( )β

∂ α

∂α
α

α α

t
t

j
t j

z j
z j z

t Bt
t

t

= −
⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟∈

=

∑
−

sgn
~ ,

~ ,
( )

( ) ( )
1

1 2

1
Ω

, (3.39) 

для ВКМК 

βt = −
( )

sgn
~ ,( )

( )∂ α

∂α
α α

z j
zt

j t Bt
t

1
2

1
∈

=

∑
−

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟Ω

. (3.40) 

Если в качестве ЦФ выбран СКМР, то в ряде случаев (например, при нали-
чии в отдельных отсчетах изображения z 2  импульсных помех большой интен-
сивности) целесообразно использовать ПГ 

( ) ( )( )β
∂ α

∂α
α

α α

t
t

j
t j

z j
z j z

t Bt
t

t

= −
∈

=

∑
−

~ ,
sgn ~ ,

( )
( ) ( )

1
1 2

1
Ω

. (3.41) 

Выбор (3.41) позволяет, с одной стороны, существенно уменьшить влияние им-
пульсных помех на процесс сходимости, поскольку независимо от величины 
помехи ( )( )sgn ~ ,( ) ( )z j zt j t

1 2α −  принимает значения только 0 и ± 1. С другой сто-

роны, если значение ( )~ ,( )z j t
1 α  принадлежит более информативному участку 

изображения (с большей крутизной по параметру), то и соответствующий этому 
отсчету вклад в коррекцию оценки параметра на очередной итерации будет 
большим, чем для отсчета, соответствующего меньшей крутизне. 

При отсутствии импульсных помех в изображениях z1 и z2  и небольшом 
коэффициенте корреляции между смежными отсчетами изображения z1  (что 
ведет к низкой точности оценок производных ( )∂ α ∂α~ ,( )z j t

1 ), иногда целесооб-

разно использование ПГ 
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( )( ) ( )
β α

∂ α

∂α
α α

t t t j
t t

j
z j z

z j
t

t Bt
t

= −−
−

∈
=

∑
−

~ , sgn
~ ,( ) ( )

( )
1

1
2

1
1

1
Ω

. (3.42) 

Аппроксимации производных случайного поля по оцениваемым 
 параметрам 

В выражения (3.26) и (3.27) входят производные по оцениваемым парамет-
рам α  величины ( ),x j t α , а в выражения (3.30) и (3.31) - производные величины 

( )~ ,z j t α . Однако изображение x 1, как правило, неизвестно и может рассматри-

ваться как реализация случайного поля. Производные ( )∂ α ∂α,x j t  и 

( )∂ α ∂α~ ,( )z j t
1  в этом случае могут быть оценены по наблюдаемым значениям 

{ }( )zj
1  и { }( )zj

2 . Рассмотрим несколько простых подходов к получению таких 

оценок. 
Пусть модель преобразования изображения x1  в x 2  задана и задача состо-

ит в оценке параметров α  этой модели. Известны также явные выражения для 
новых координат j *  точки изображения x

j
( )1  после пространственной деформа-

ции как функции α  

( )j j j1 1
* * ,= α , ( )j j j2 2

* * ,= α , ..., ( )j j jn n
* * ,= α . (3.43) 

Используя свойство сложной производной, можно записать 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )∂ α

∂α

∂ α

∂ α

∂ α

∂α

∂ α

∂ α

∂ α

∂α

~ , ~ ,

,
, ~ ,

,
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Тогда ПГ (3.30) для СКМР принимает соответственно вид 
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а ПГ (3.31) для ВКМК - 
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В простейшем случае оценки производных могут быть получены при ис-
пользовании квадратичной интерполяции z1 (в дальнейшем такие оценки про-
изводных будем называть квадратичными оценками)  
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где ( )j j jk k t
* * ,= −α 1 ; hk - приращение по координате j k , k n= 1, . При выборе hk  

равном шагу сетки отсчетов 
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Тогда для соотношений (3.45) и (3.46) соответственно получаем 
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где ~′zj kt
 определяется выражением (3.48). 

Число вычислительных операций в соотношениях (3.49) и (3.50) может 
быть сокращено в предположении равенства производных по координатам для 
отсчета zj

( )2  изображения z2  и отсчета ( )~ ,( )z j1 α  изображения ~z  (это условие 

приближенно выполняется при небольших отклонениях α  от истинных значе-
ний α ). Тогда ПГ при минимизации СКМР можно записать в виде 
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или в виде 
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( )( ) ( ) ( )
β α γ

∂ α

∂αγ

α α

t t j kt j j j j
k t

k

n

j
z j z z z

j j
t t kt kt nt t

tt Bt

= − −+
= =∈
∑∑

−

05 1 2 2 2

1
1

1

. ~ ,
,( ) ( )

,... ,...
( ) ( )

Ω
, (3.52) 

где ( )( )γ αkt k t k tj j j= −sgn ,*
, . 

Проведенные исследования показали, что при ( )j j jk t k t
*

,,α − < 1 ПГ (3.52) 

по сравнению с (3.51) обеспечивает лучшую сходимость. Объясняется это тем, 
что при использовании (3.52) достигается более точная оценка производной 

( )∂ α ∂α~ ,( )z j t
1 .  

В ряде случаев целесообразнее искать оценку производной ЦФ по пара-
метру без использования оценок производных по координатам j  сетки отсчетов 

изображения. Такие ситуации возникают, если по тем или иным причинам вы-
числение оценок производных по координатам невозможно или более трудоем-
ко по сравнению с вычислением оценок ЦФ. Рассмотрим такой подход подроб-
нее. 

Обозначим оценку ЦФ Q  на t -й итерации ПГА через 
( )q q Zt t t Bt t= = −Q ,α 1 . Тогда для t -й итерации  

( )β β β βα α αt
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где ∆αi  - приращение параметра α i . 

Пусть в качестве ЦФ выбран СКМР, оценкой которого на t -й итерации яв-
ляется величина 

qt ( )= − −
∈
∑1 2 1

1

2

µ
αz z jj t t

j t
t Bt

( ) ( ) ( , )
Ω

, (3.54) 

где µ  - объем двумерной выборки ZBt ; j t Bt∈ ∈Ω Ω . Тогда проекция ПГ на ось 
параметра α i  
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где z z jt t i mt t i t( )
( ) ( ) ( , , . . . , , . . . , )± = ±

− − −
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1 1 1 1
α α αα∆ . 

Если же в качестве ЦФ выбран ВКМК, то 
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где z zñ j
j t Bt

ð
( ) ( )2 21

=
∈
∑µ Ω

 - среднее значение { }z Zj Bt
( )2 ∈ . 

В последующих разделах данной главы приведены примеры использования 
рассмотренных выше ПГ при построении рекуррентных адаптивных алгорит-
мов оценивания в реальном времени взаимных ПД изображений. 

3.3. Алгоритмы при заданном наборе параметров модели 
пространственных деформаций 

Если вид ПД известен, то при выбранной ЦФ задача сводится к определе-
нию параметров ( )α α α α= 1 2, , . . . , m

T  деформаций, постоянных на каждой 

паре изображений z1 { }= zj
( )1 , z 2 { }= zj

( )2  , где { }j j j j Nn k k= = =( ,... , ): ,1 1 Ω  - 

n -мерная сетка. При этом для коррелированных зашумленных изображений 
критерием качества оценивания α  может служить минимум СКМР (3.32) 
[103,105]. При значительных шумах и наличии межкадровых яркостных иска-
жений, близких к линейным, когда критерий (3.32) неприменим, может быть ре-
комендовано использование критерия максимума ВКМК (3.34). Случаи, когда и 
(3.32) и (3.34) не отражают качества оценивания α , рассмотрены в разделе 3.5. 

При оценивании с помощью ПГА параметров ПД многомерных изображе-
ний необходимо определить порядок обработки изображений. При неоднород-
ных изображениях порядок обхода z2  следует выбирать так, чтобы в направле-
нии обхода параметры изменялись как можно медленнее. Например, телевизи-
онные изображения обычно более коррелированы вдоль строк, чем по столбцам. 
При переходе к очередной строке желательно изменять направление обработки 
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на противоположное (треугольная развертка), чтобы при обходе 
обрабатываемые точки изображения были максимально коррелированы между 
собой. После определения порядка обхода отсчеты изображения оказываются 
пронумерованными и становится возможным применение адаптивных ПГА ви-
да (3.3). Например, при выборе в (3.3.) ЦФ СКМР и ПГ (3.30), (3.41) и (3.39) 
приходим соответственно к алгоритмам 
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где Λ t

t

t
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λ
λ
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. . .

. . .
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. . .

 - матрица усиления; λ i t, > 0;  

( ){ }z z jj tt
( ) ( ), ~ ,2 1 α = ZÂt  - локальная выборка ЦФ на t -й итерации ПГА; µ  -объем 

двумерной локальной выборки ЦФ. Для нахождения оценок производных изо-
бражения z1 по параметрам α  могут быть использованы приближения (3.47), 
(3.49), (3.51) и другие, полученные в разделе 3.2. 

В алгоритме (3.57) все компоненты очередного шага зависят от межкадро-
вых разностей ( )∆ j j tt t

z z j= −( ) ( )~ ,2 1 α , j t Bt∈ ∈Ω Ω , поэтому скорость его схо-

димости, по сравнению с остальными, выше. Однако точность (3.57) часто ни-
же, так как далеко не всегда удается достигнуть малых ∆ j t

, поэтому шаги могут 

оказаться чрезмерно большими. В процедуре (3.58) используются только знаки 
∆ j t

. Её предпочтительно применять, когда следует избежать чрезмерного влия-

ния больших по модулю значений ∆ j t
, например, при наличии редких, но силь-

ных импульсных помех. При наличии импульсных помех целесообразно ис-
пользовать также ПГ (3.39), приводящий к релейному алгоритму (3.59). 



 

 

 

97

Структурная схема измерителя параметров α , реализующего алгоритм 
(3.59) приведена на рис. 3.3. Она содержит функциональный преобразователь 

( )( )∂ ∂α
α α

q Zt Bt
t= −1

, где qt  - оценка СКМР на t -й итерации, определяемая со-

отношением (3.54), релейный преобразователь, реализующий функцию 
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α α

q Zt Bt
t= −
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⎠⎟1

 и задающий направление шагов алгоритма, величи-

на которых определяется нелинейным преобразователем Λ t . Оценки α t  фор-

мируются с помощью дигратора. 
Заметим, что релейные алгоритмы могут плохо работать в окрестности ну-

левых значений своих аргументов. Если, например, на каком-то шаге достигну-
та высокая точность оценивания, то может быть сделан шаг от оптимальных 
значений параметров. Для устранения этого недостатка можно ввести знаковую 
функцию с расширенным нулем: 
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 (3.60) 

где ε1 0> . При использовании такой знаковой функции значения параметров 
будут корректироваться только в случае, если производные или разности ∆ j t  

имеют значимую абсолютную величину. 
Алгоритм (3.59) исследовался на ряде имитированных и реальных изобра-

жений и показал достаточно высокие результаты [16,49,56]. Например, на изо-
бражениях размером 64x64 элемента, сформированных с помощью волновой 
модели [13], сдвинутых на несколько шагов сетки отсчетов и повернутых на 
любой угол, даже при µ = 1 сдвиг оценивался с СКО порядка 10 3−  шага сетки 
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Рис. 3.3. Структурная схема измерителя 
    параметров α  на базе релейного ПГА. 
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отсчетов, а поворот - 10 4−  радиана. На рис. 3.4 приведен пример такого оцени-
вания. Исходные изображения (рис. 3.4,а и 3.4,б) сдвинуты относительно друг 
друга на 1.2 шага сетки отсчетов по горизонтали, на 3.4 - по вертикали и повер-
нуты на 0.5 радиана. Начальные приближения этих параметров были нулевыми, 
порядок обработки - построчный. На рис. 3.4,г показана межкадровая разность 
при текущей оценке параметров смещения. Видно, что в первых строках разно-
сти большие, так как оценки еще не установились. После прохода примерно 
трети кадра оценки устанавливаются, и межкадровые разности малы (серый 
фон). На рис. 3.4,в приведено изображение рис. 3.4,б с учетом измеренных 
сдвига и поворота. С зашумлением изображений точность, естественно, снижа-
ется. Срыв измерений наступает при СКО шума, составляющем около 0.45 от 
СКО изображения. При испытаниях алгоритма на фрагментах (размером 64х64 
элемента) реальных аэрокосмичеких телевизионных изображений земной по-
верхности с неизвестными межкадровыми сдвигами невязка (сумма) оценок 
сдвига десяти последовательных кадров в прямом и обратном направлениях, 
оказалась порядка десятых долей сетки отсчетов. Задача оценивания межкадро-
вых сдвигов последовательности изображений встречается, например, при ре-
гистрации курса подвижного аппарата в условиях ограниченной видимости.  

Алгоритмы (3.59) и (3.61) были апробированы также в задаче определения 
положения и ориентации приемника относительно участка поверхности. Если 
эталонное изображение этого участка задано, то в рамках геометрической опти-
ки получаемое приемником изображение зависит от вектора ПД α  (три коорди-
наты положения и три угла ориентации приемника). По оценкам параметров α  
между получаемым и эталонным изображениями, вычислялись оценки положе-
ния приемника. Анализ последовательности таких изображений позволил оце-
нивать динамику движения приемника. 

Адаптивные ПГА сходятся значительно быстрее, когда последовательность 
наблюдений, по которой определяется ПГ, некоррелирована. Поэтому при опре-
делении параметров ПД целесообразно декоррелировать последовательность 
наблюдений, выбирая случайную очередность просматриваемых отсчетов (или 
центров окон). Этот прием позволил в 1.5 раза повысить скорость сходимости 
оценок в примере, результаты которого приведены на рис. 3.4. 
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Набор алгоритмов (3.57)÷ (3.59) дополним также алгоритмом с ПГ 
(3.42) 
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В этом алгоритме ускорение сходимости при больших ∆ j t
 сочетается с устой-

чивостью к ошибкам оценки производных. В результате этот алгоритм более ус-
тойчив к помехам, чем (3.57). 

Испытания алгоритмов (3.57)÷ (3.59) и (3.61) на широком классе имитиро-
ванных и реальных двух- и трехмерных изображений показали, что лучшие ре-
зультаты показывают алгоритмы (3.59) и (3.61), причем для однородных изо-
бражений целесообразно применять (3.59), а для неоднородных - (3.61) с посто-
янными λ λi t i, = , i m= 1,  [103,104,105]. Для уменьшения влияния дефектов 

фотоприемных устройств, импульсных помех и других подобных факторов в 
(3.61) целесообразно ввести ограничение на абсолютные значения ∆ j t

, т.е. взять 
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где величина положительного ∆ε  выбирается, например, исходя из некоторого 

доверительного интервала для значений остатков компенсации. Заметим также, 
что для алгоритмов (3.57)÷ (3.59) и (3.61) выполняются достаточные условия 
сходимости α t  к α *  с вероятностью единица. 

При выборе в качестве ЦФ ВКМК и ПГ (3.31) и (3.50) получаем соответст-
венно алгоритмы 

α αt t t= +−1 Λ
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, (3.62) 
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∂α
α α

z j
zt

j t Bt
t

1
2

1
∈

=

∑
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

−
Ω

. (3.64) 
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Свойства алгоритмов (3.63) и (3.64), в целом, аналогичны свойствам 
алгоритмов (3.57) и (3.59), однако они более устойчивы к шумам и близким к 
линейным межкадровым яркостным искажениям, но требуют также и больших 
вычислительных затрат (в основном за счет существенно большего объема ло-
кальной выборки ЦФ), а также более чувствительны к локальным экстремумам 
ЦФ. 

Для примера рассмотрим несколько результатов, полученных с использо-
ванием методики анализа точностных возможностей адаптивных ПГА при ко-
нечном числе итераций [50,60], позволяющей определить требуемое число ите-
раций ПГА для обеспечения заданных надежности и доверительного интервала 
погрешности оценивания. 

На рис. 3.5 приведены графики вероятности ( )P ∆  выхода погрешности 
оценки h1 за пределы интервала [ ]∆a a a= − , a =1.0, 0.3, 0.1 для случая оцени-

вания параметров параллельного сдвига h1 5=  и h2 4=  с помощью алгоритма 

(3.69). При этом расчет проводился для гауссовских изображений с гауссовид-
ной КФ радиуса корреляции 5 при g = 100 . Здесь и далее под радиусом корре-
ляции изотропного изображения будем понимать величину l c  при которой 
( )R l c =0.5 ( )R 0 , где ( )R  - КФ изображения. В алгоритме (3.59) принято 

λ λ λ1 2, ,t t t= =  и µ = 10 . Величина шага в одном случае была выбрана посто-

янной λ λt const= = = 0 1. , а в другом - уменьшающейся по закону 
( )λ t t= +1 10 0 01. . Из анализа графиков следует, что при постоянном λ , начиная 

с некоторого t , наступает "равновесие" между стремлением оценки к истинно-
му значению и погрешностью, вносимой λ . Дальнейшее увеличение итераций 
уже не приводит к улучшению оценок. Этот эффект можно использовать для 
определения λ  и t , обеспечивающих требуемую точность оценивания пе-
ременных параметров. На рис. 3.6,а и рис. 3.6,б приведены зависимости ПРВ 
( )~w jε 1

 погрешности ε j th h
1 1 1= − ,  оценивания сдвига h1 от числа итераций t  

соответственно для постоянного и уменьшающегося λ t . Для наглядности дис-
кретные значения ( )~w jε 1

 представлены в виде элементарных параллелепипедов 

только для некоторых t  из диапазона 1 1000÷ . При λ = const  хорошо заметен 
эффект стабилизации погрешности оценки (начиная с t ≈ 180). При изменяю-
щемся параметре λ t  дисперсия оценки ,h t1 , начиная с некоторого t , уменьша-
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ется пропорционально t −1 2 , что соответствует асимптотической 
скорости сходимости алгоритма (3.59). 

На рис. 3.7 приведены ПРВ оценок сдвига h1, угла поворота φ  и коэффи-

циента масштаба k  (рассчитанные для тех же модели изображений и алгорит-
ма, что и в предыдущем примере) при следующих параметрах: h1 5= , φ = 30o , 

k = 1 25. . Шаг изменения оценок параметров выбран постоянным 
λ λi t i const, = = , величина µ = 2 . Принимая за условное начало координат по-

лярной системы центр ( , )j j10 20  изображения z2 , координаты отсчета z
j 1
2( )  в этой 

системе можно записать как ( , )r ς , где ς -угол. План расположения опорных от-
счетов z z Zj j Btt t1

2
2

2( ) ( ), ∈  следующий. Координаты точки zj 1
2( )  выбираются случай-

ным образом на расстоянии 5 15< <r  от ( , )j j10 20 . Координаты zj 2
2( )  выбираются 

как ( , )r oς + 180 . При t > 500  все ПРВ оценок параметров, показанные на 

рис. 3.7, стабилизируются и дальнейшее увеличение t  практически не приводит 
к уменьшению погрешности оценивания. Заметим, что как скорость сходимости 
оценок, так и их дисперсия существенно зависят от плана локальной выборки 
ЦФ. Правило выбора точек плана должно минимизировать коррелированность 
оценок параметров. Так для случая µ = 2  и приведенного выше набора пара-
метров выбор плана ( , )r ς ,( , )r oς + 180  позволяет минимизировать коррелиро-
ванность оценок параметров h 1, φ  и k . Для этого плана на рис. 3.8 приведены 

зависимости математических ожиданий { }M hε 1
, { }M εφ  и { }M kε  погрешностей 

оценок h1, φ  и k  от числа итераций (кривые 1). На этом же рисунке для срав-

нения приведены аналогичные зависимости (кривые 2) для плана 
( , )r ς ,( , )r oς + 90 . Заметим, что при таком плане оценки более коррелированы, 

что ухудшает их сходимость. Это подтверждают и кривые 2 на рис. 3.8. Более 
того, в некотором диапазоне t  погрешность отдельных оценок может увеличи-
ваться (см., например, зависимость { }M εk , кривая 2, в интервале t ≈ ÷200 400 ). 

При этом процесс в целом сходится монотонно. Комплексным 
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критерием, характеризующим процесс сходимости оценок, может служить 
ПРВ коэффициента корреляции между { }zj t

( )2 ∈Z Ât  и ( ){ }~ ,( )z j t
1 α ∈Z Ât . 

Недостатком адаптивных ПГА является возможная сходимость по оцени-
ваемым параметрам к локальным экстремумам ЦФ. В задаче оценивания ПД, 
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Рис. 3.8. Зависимость математического ожидания погрешности  
оценок от числа итераций (план расположения zj t 1

2( )  и zj t 2
2( ) : 

 для 1 - ( , )r ς ,( , )r oς +180 , для 2 -( , )r ς ,( , )r oς + 90 ). 
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помимо традиционных приемов вывода из локальных экстремумов, таких как 
введение редких случайных отклонений, задание нескольких начальных при-
ближений, выходу из локальных  экстремумов способствует случайный порядок 
обхода изображений. Для снижения числа локальных экстремумов перед оцени-
ванием ПД иногда целесообразно изображения сгладить с помощью преобразо-
вания, к которому параметры деформаций инвариантны. Например, в случае 
сдвига и поворота может быть использован низкочастотный фильтр, импульсная 
характеристика которого имеет круговую симметрию (в частности, круговую 
гауссоиду). Преобразованные таким образом изображения можно рассматривать 
как волновые [13], на которых разработанные алгоритмы дают хорошие резуль-
таты. 

Многоэкстремальность особенно часто проявляется на бинарных изобра-
жениях. Для бинарных изображений теряет смысл процедура интерполяции 
между узлами сетки отсчетов. Если предположить, что локальная плотность 
изображения достаточно отличается от постоянной, то сглаживание с помощью 
круговых весовых функций приводит к полутоновым изображениям с сущест-
венными перепадами яркостей [57,107], к которым применимы полученные ал-
горитмы измерения параметров ПД. Пример результатов реализации такого 

 
 

Рис. 3.9. Пример обработки бинарных изображений. 
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подхода показан на рис. 3.9. Здесь приведены эталонное бинарное 
изображение (рис. 3.9,б) и фрагмент (рис. 3.9,а), положение которого требуется 
найти на эталоне. Оба изображения были сглажены с помощью круговых гаус-
соид. После этого параметры сдвига и поворота между сглаженными изображе-
ниями оценивались посредством алгоритма (3.61) при µ = 1 и приближением 

производных (3.48). На рис. 3.9,в показан фрагмент, повернутый на оцененный 
угол, а на рис. 3.9,г фрагмент, вставленный в оцененное положение на эталоне. 
Из рисунка видно, что положение фрагмента найдено достаточно точно. При 
этом существенно, что фрагмент выходит за пределы эталона, что обычно ус-
ложняет задачу оценивания ПД. Пример результатов реализации такого подхода 
показан на рис. 3.9. Здесь приведены эталонное бинарное изображение 
(рис. 3.9,б) и фрагмент (рис. 3.9,а), положение которого требуется найти на эта-
лоне. Оба изображения были сглажены с помощью круговых гауссоид. После 
этого параметры сдвига и поворота между сглаженными изображениями оцени-
вались посредством алгоритма (3.61) при µ = 1 и приближением производных 

(3.48). На рис. 3.9,в показан фрагмент, повернутый на оцененный угол, а на 
рис. 3.9,г фрагмент, вставленный в оцененное положение на эталоне. Из рисун-
ка видно, что положение фрагмента найдено достаточно точно. При этом суще-
ственно, что фрагмент выходит за пределы эталона, что обычно усложняет за-
дачу оценивания ПД. 

Псевдоградиентные алгоритмы с изменяющимся объемом  
локальной выборки целевой функции 

В ряде случаев для обеспечения заданной скорости сходимости ПГА требу-
ется большой объем µ  локальной выборки Z Ât = ( ){ }z z jj t tt

( ) ( ), ~ ,2 1
1α −  ЦФ, 

j t Bt∈ ∈Ω Ω . Наиболее характерно это при максимизации ВКМК, когда требу-

ется достижение нужной точности оценок параметров α  за относительно не-
большое число итераций ПГА или ограниченное машинное время. Увеличение 
µ  может использоваться и для борьбы с локальными экстремумами ЦФ. Иногда 

совместно с задачей оценивания ПД решается и задача идентификации (распо-
знавания) с решающим правилом, основанным на значениях ЦФ. Например, при 
решении задачи поиска на опорном изображении положения фрагмента, имею-
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щего по отношению к опорному изображению кроме ПД еще и близкие 
к линейным яркостные искажения, критерием соответствия может служить не-
которое значение выборочного коэффициента корреляции между фрагментом и 
опорным изображением. При этом для достижения заданной доверительной ве-
роятности могут потребоваться большие значения µ , которые не оправданы в 

процессе сходимости оценок α . В таких ситуациях целесообразно использова-
ние переменного значения µ , величина которого в ходе работы ПГА автомати-

чески регулируется и на каждой итерации минимальна для достижения некото-
рого критерия. Ниже рассмотрено несколько примеров построения ПГА, макси-
мизирующих ВКМК и реализующих такой подход. 

В качестве величины, определяющей значение µ t  на t -й итерации, выбе-

рем значение ( )q Zt Bt t t, ,α µ−1  оценки ЦФ (3.35). Тогда в качестве ПГ ЦФ целе-

сообразно использовать (3.56), дополнив его знаковой функцией для обеспече-
ния устойчивости оценок параметров α  в условиях шумов 

( ) ( )( )( ) ( )sgn ( ) ( ) ( )
ð

( )z j z j z zt t j ñ
j

z zt
t Bt

+ −
∈

− −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟∑ 1 1 2 2

1 2
Ω

µ σ σ , 

где zñð
( )2  - среднее значение отсчетов { }z Zj Btt

( )2 ∈ . 

Зададим следующее правило формирования µ t  на каждой итерации: итера-
ция выполняется, если значение ЦФ qto ( )µ t ( )= −q Zt Bt t t, ,α µ1  при 

Z Ât = ( ){ }z z jj t tt
( ) ( ), ~ ,2 1

1α −  меньше хотя бы одного из значений qi t, − ( )µ t  (при 

Z Ât = ( ){ }z z jj tt
( ) ( ), ~2 1

− ) или qi t, + ( )µ t  (при Z Ât = ( ){ }z z jj tt
( ) ( ), ~2 1

+ ), где 

( )~ ( , , . . . , , . . . , )( ) ( )z j z jt t i mt t i t± = ±
− − −

1 1
1 1 1 1

α α αα∆ , ∆α i > 0  - приращение пара-

метра α i , выбранное для оценки производной (3.53).  

Тогда ПГА с изменяющимся объемом локальной выборки ЦФ для парамет-
ра α i  может быть записан в виде: 

α α λi i tt t= −
−1 ( )β µi t t, , i m= 1, , (3.65) 

где 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )µ

µ µ µ µ

µ µ µ µt
t k t t k i t t k i t t k

t k t t k i t t k i t t k

åñëè q q q
åñëè q q q

o

o
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+ ≥
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⎨
⎪

⎩⎪
− +

− +
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, max , ;
, max , ,

1
  k k t= 0,  (3.66) 
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 (3.67) 

k t t= −µ µmax min , где µmax  выбирается, например, из условия обеспечения за-
данного доверительного интервала для ВКМК. Величина µ t0 = µ t min  изменяет-

ся при увеличении t  по некоторому заданному закону, определяемому особен-
ностями решаемой задачи. В частности, может быть выбрано µ t min ( )= −µ t 1 min  

или µ t min = const . Соотношение (3.67) определяет правило формирования про-
екции ПГ ( )β µt t  на ось параметра α i . Условие 

( ) ( ) ( )( )( )q q qt t i t t i t t0
µ µ µ>

− +
max ,, ,  в (3.66) способствует выходу из локальных 

экстремумов ЦФ, так как смена шага ПГА приводит к новой совокупности от-
счетов ( ){ }~( )z j t±

1  локальной выборки ЦФ, а при рандомизации выбора отсчетов 

на каждой итерации - к новой совокупности отсчетов { }zj t
( )2 . 

Структурная схема измерителя параметров ПД, реализующего алгоритм 
(3.65) приведена на рис. 3.10 и содержит функциональный преобразователь, 
осуществляющий вычисление оценок ЦФ qto ( )µ t , qi t, − ( )µ t  и qi t, + ( )µ t , блок 
анализа (БА), формирующий µ t k,  и ( )β µi t t, . Значение ( )β µi t t,  определяет на-
правление изменения оценок ,α i t −1, величину изменения которых задает нели-
нейный преобразователь λ i t, . 
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Экспериментальные исследования на имитированных и реальных изобра-
жениях показали высокую эффективность алгоритма (3.65). Объем локальной 
выборки µ t  резко возрастал только при небольших рассогласованиях 
ε α αi i i t= − , . По сравнению со случаем µ µ= max  для достижения той же 

точности оценок α i  вычислительные затраты в зависимости от начального рас-
согласования α αi − 0  уменьшались на порядок и более. 

Рассмотрим еще один эвристический алгоритм с изменяющимся объемом 
локальной выборки, показавший высокую эффективность при решении задачи 
поиска фрагмента на опорном изображении. В этом алгоритме 

α αt t t= −−1 Λ ( )β µt t  (3.68) 

используется более простое правило формирования µ t : 

( )
( )µ

µ µ
µ µt

t k t t k ê

t k t t k ê

åñëè q r
åñëè q r

o

o

=
+ ≥

<

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
, , ð

, , ð

, ;
, ,

1
      µ t0 = µmin , (3.69) 

где k k k= −0, ( max min) ; rêð  - значение выборочного коэффициента корреляции 

при объеме локальной выборки µmax , дающее возможность с заданной досто-

верностью принять решение о соответствии фрагмента некоторой области 
опорного изображения. Таким образом, на каждой итерации объем локальной 
выборки вначале равен µmin . Если оценка ВКМК меньше rêð , то выполняется 

шаг с соответствии со значением ПГ 

t
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Рис. 3.10. Структурная схема измерителя параметров ПД, 

 реализующего алгоритм (3.65). 
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Если же оценка ВКМК превышает rêð , то величина µ t k,  увеличивается до тех 

пор, пока не выполнится условие ( )q rt t k êo µ , ð< , либо µ t k,  не достигнет вели-

чины µmax  (после чего принимается решение о соответствии фрагмента най-
денному положению при значении вектора ПД α t −1). 

Структурная измерителя ПД, реализующего алгоритм (3.68) при µ t  и 
( )β µi t , соответствующих (3.69) и (3.70), приведена на рис. 3.11. Она содержит 

функциональные преобразователи, осуществляющие формирование qto ( )µ t  и 

( )∂ µ ∂α
α α

qt to t
( )

= −1
, релейный преобразователь, на выходе которого формиру-

ется ( )β µt t , нелинейный преобразователь Λ t , дигратор и блок rêð , формирую-
щий значение µ t k,  в соответствии с (3.69). Величина µ t k,  увеличивается до вы-

полнения второго из условий (3.69), после чего на функциональный преобразо-
ватель ( )∂ µ ∂α

α α
qt to t

( )
= −1

 дается разрешение на выполнение итерации. 

t
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Рис. 3.11. Структурная измерителя параметров ПД, 
 реализующего алгоритм (3.58).
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На рис. 3.12 приведен пример результатов использования алгоритма 
(3.68) для решения задачи поиска местоположения фрагмента на реальных изо-
бражениях оптического диапазона с радиусом корреляции, равном примерно 5. 
На рисунке представлена копия экрана компьютера, на котором показано иссле-
дуемое изображение размером 170х170 элементов, эталонный фрагмент разме-
ром 40х40 элементов, имеющий по отношению к искомому фрагменту масштаб 
1 1 13: : .k = , поворот на φ = 14o  и положение центра фрагмента на исследуемом 
изображении ( )h h1 250 50 5= =, . . Кроме того, яркость фрагмента примерно на 

30% отличается от яркости опорного изображения. В правом нижнем углу ри-
сунка показан также найденный фрагмент, соответствующий эталонному. Пара-
метры алгоритма (3.68) задавались следующие: µmin = 4 , µmax = 200; 
rêð .= 0 99 ; tmax = 1000 ; начальные приближения оцениваемых параметров: 

( ),, ,h h ll l1 20 0
10 20= + , l = 0 8, , ϕ0 0= , k 0 1= . В приведенном примере были 

получены оценки ( ). , .h h1 249 77 50 52= = , .φ = 14 1, .k = 1 3 . Таким образом по-

ложение фрагмента оценено достаточно точно. 
На рис. 3.13 приведена усредненная по 800 реализациям зависимость объ-

ема µ  локальной выборки ЦФ от рассогласования ε ö  истинного положения 

 

 
Рис. 3.12. Пример результатов поиска местоположения фрагмента. 
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Рис. 3.13. Зависимость объема локальной выборки и числа итераций от εö  
(1 - зависимость µ  от εö ; 2 и 3-зависимость t  от εö  соответственно при 

µ = var  и µ = =cohst 250 ;  о - экспериментальные результаты при µ = var ). 
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центра фрагмента и его оценки при k = 1.25, φ = 30o  и начальном 
рассогласовании ε öo = 12  (кривая 1). Хорошо видно, что µ  возрастает только 
при относительно небольших εö . На том же рисунке показаны зависимости от 
εö  номера итерации t  : кружочки соответствуют усредненному по 800 реализа-

циям номеру итерации, а кривая 3 отражает математическое ожидание номера 
итерации, рассчитанное по методике анализа точности ПГА при конечном числе 
итераций. При расчете использовалась модель гауссовских изображений с гаус-
совской же КФ радиуса корреляции 5 и отношением дисперсии сигнала к дис-
персии шума, равном 0.01. Параметры алгоритма и начальные приближения 
вектора параметров соответствовали экспериментальным. Кривая 2 также полу-
чена аналитически и соответствует математическому ожиданию номера итера-
ции для ситуации µ = =const 250 . Видно хорошее соответствие эксперимен-

тальных и аналитических результатов (кружочки и кривая 3). Алгоритм с 
µ = 250 достигает { }M .εö = 0 3 в среднем за 580 итераций. Алгоритм с изме-

няющимся µ  обеспечивает то же качество оценивания при 930 итерациях (кри-

вая 2), но затраты машинного времени оказываются в 9,6 раза ниже. 
Таким образом, регулирование объема локальной выборки ЦФ в процессе 

работы ПГА позволяет существенно снизить вычислительные затраты. В рас-
смотренных алгоритмах в качестве ЦФ использовался ВКМК. Однако принци-
пы построения алгоритмов с регулируемым объемом локальной выборки ЦФ 
применимы и для других ЦФ, в частности СКМР. Ряд разработанных алгорит-
мов реализован в пакетах прикладных программ по обработке 
изображений [106]. 

3.4. Псевдоградиентные алгоритмы при незаданном наборе 
параметров модели пространственных деформаций 

Если вид ПД не задан, можно задаться некоторой моделью деформаций 
( )f jα, , считая ее параметры α  переменными. Например, для плоских изобра-

жений можно ввести переменный сдвиг  

( ) ( ) ( ) ( )( )α αj j j j h j j j h j j= = + +1 2 1 1 1 2 2 2 1 2, , , , , (3.71) 
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где ( )h j j1 1 2,  и ( )h j j2 1 2,  - проекции вектора hj j1 2,  сдвига точки ( )j j1 2,  

изображения x 2  относительно точки ( )j j1 2,  изображения x 1. Для размерности 

изображений n > 2  обобщение модели (3.71) очевидно 

( ) ( ) ( ) ( )( )α j j h j j h j j h jn n= + + +1 1 2 2, , ... , , (3.72) 

где { }j j j j Nn k k= = =( ,. . . , ): ,1 1 Ω  - n -мерная прямоугольная сетка. Модель 

(3.72) позволяет описать любые межкадровые ПД. Однако, если сдвиги 
( )h h h hj n

T= 1 2, , . . . ,  при выбранном порядке обхода изображения изменяются 

быстро, их оценка с помощью ПГА (3.3) затруднительна. Подход к разрешению 
такой ситуации будет исследован ниже. Вначале же рассмотрим случай, когда h

j
 

в выбранном направлении обхода изменяются достаточно медленно и их оценка 
оказывается возможной с помощью ПГА вида (3.3). Тогда  

( ), , ,h h Z j ht t t t Bt t t= −− −1 1Λ β  (3.73) 

где Λ t

t

t

nt

=

λ
λ

λ

1

2

0 0
0 0

0 0

. . .

. . .
. . . . . . . . . . . .

. . .

 - матрица усиления, λ i t, > 0, i n= 1, ; 

Z Ât ( ){ }= z z jj tt
( ) ( ), ~ ,2 1 α , j t Bt∈ ∈Ω Ω  - локальная выборка ЦФ на t -й итера-

ции ПГА. 
Для обеспечения достаточной вариабельности оценок при модели (3.72) 

параметры λ i t, , матрицы усиления Λ t  должны быть ограничены снизу. Поэто-
му в дальнейшем для простоты будем полагать, что в (3.73) λ λi t i const, = = , со-

ответственно Λ Λt = . Отметим, что аналитические и экспериментальные ис-
следования показывают, что шаг λ i  должен примерно вдвое превышать измене-

ния ПД по соответствующей координате. 
Поскольку Ω  прямоугольная сетка, то для модели ПД (3.72) производная 

(3.44) изображения ~z  по оцениваемым параметрам упрощается: 

( )∂ α

∂α

~ ,( )z j t

i

1

=
( )
( )

( )∂ α

∂ α

∂ α

∂α

~ ,

,
,( )z j

j j
j jt

k t

k t

ik

n 1

1=
∑

( )
=
∂

∂

~ ,( )z j h
h

t

i

1

. 

Тогда при выборе СКМР в качестве ЦФ для (3.73) приходим к алгоритму 
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h ht t= −−1 Λ
( ) ( )( )∂

∂
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~ ,

( )
( ) ( )z j h

h
z j h zt

t j
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h h
t

t Bt
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1
1 2

1

−
⎛

⎝
⎜
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⎞

⎠
⎟
⎟

∈
=

∑
−

Ω
, (3.74) 

Экспериментальные исследования показали [51,58], что при коэффициенте 
межэлементной корреляции 0.5÷0.99 и незначительном уровне шумов 
(g > 100 ), в (3.74) достаточно, как правило, выбрать µ = 1. Тогда 

h ht t= −−1 Λ
( ) ( )( )∂

∂

~ ,
~ ,

( )
( ) ( )z j h

h
z j h zt

t j

h h
t

t

1
1 2

1

−
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

= −

. (3.75) 

Несмотря на простоту, алгоритм (3.75) весьма эффективен при высокой корре-
лированности сдвигов hj  по направлению развертки изображений и относи-

тельно небольших межкадровых яркостных искажениях [58]. Однако в этом ал-
горитме осуществляется только одномерная фильтрация межкадровых ПД, не 
учитывающая их межстрочную и межкадровую коррелированность. Простей-
шие варианты использования многомерной коррелированности ПД заключают-
ся в уточнении, сглаживании оценок, полученных при первом проходе изобра-
жений. Для этого выполняются повторные обходы при меньших значениях па-
раметров λ  в обратном и других направлениях (по столбцам, диагоналям), в хо-
де которых к уже полученным оценкам вводятся поправки. 

При использовании в качестве ЦФ для (3.72) ВКМК приходим к алгоритму 

h ht t= +−1 Λ
( )

z
z j h

hj
t

j h h
t

t Bt
t

( )
( )~ ,2
1

1

∂

∂∈
=

∑
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

−
Ω

. (3.76) 

При этом с учетом переменного характера h  элементы локальной выборки 
zj t

( )2 ∈ZÂt  желательно выбирать непрерывно в некотором скользящем окне. На-

пример, выбрав для двумерных изображений прямоугольное скользящее окно 
размером ( ) ( )2 1 2 1a b+ × +  и ПГ (3.51), получаем 
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Заметим, что в алгоритмах (3.71)÷ (3.77) на t -й итерации 
используются оценки h , полученные на ( )t − 1 -й итерации. Однако, поскольку 
оцениваемые параметры h  изменяются, они в точках j t  и j t −1  различны. По-

этому при высокой скорости изменения параметров в направлении обхода целе-
сообразно производить уточнение оценок на t -й итерации, используя получен-
ные оценки ht . Например, алгоритм, минимизирующий СКМР и использующий 

ПГ (3.49), при µ = 1 может быть записан в виде 

( )( )
( )( )

~ , , ,

' ' ~ , , .
'

( ) ( )

'
( ) ( )

'

h h z j z h

h h z j z h
t t t t t j t

t t t t t j t

t

t

= −

= −

− −1
1 2

1

1 2

λβ

λ β
 (3.78) 

При экспериментальных исследованиях с условиях небольших шумов алгоритм 
(3.78) показал высокую эффективность при выборе величины λ'  равной при-
мерно половине λ . 

Псевдоградиентные алгоритмы оценивания полей  
пространственных деформаций 

С увеличением скорости изменения сдвигов h  по направлению обхода 
изображения необходимо увеличивать шаги Λ t tβ  ПГА (3.73). Последнее, одна-

ко, приводит и к увеличению погрешности оценивания. В этой ситуации точ-
ность оценок не удаётся повысить и повторными проходами. Однако задачу по-
вышения точности оценивания можно решить, если на каждом последующем 
проходе кроме текущей оценки сдвигов использовать информацию об оценках, 
полученных на предыдущих проходах. В качестве примера такого подхода рас-
смотрим применение ПГА, для оценивания поля ПД, представленного в виде 
матрицы деформаций H l , размером N N N n1 2× × ×. . .  ( n -размерность изображе-

ния), которая содержит оценки ( )hj
l , { }j j j j Nn k k= = =( ,... , ): ,1 1 Ω , сдвигов 

всех точек изображения, соответствующих узлам сетки отсчетов кадра z1 после 
l -го прохода. При этом способ получения оценок может быть различным и оп-
ределяться имеющимися представлениями о физической природе ПД. Напри-
мер, если априорно известно, что ПД достаточно гладкие и непрерывные, то на 
l -м проходе может быть использовано усреднение в скользящем окне текущих 
оценок сдвигов { }( )α t

l  и некоторая их комбинация с элементами ( )hj
l −1  матрицы 
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H l −1 , полученными на предыдущем проходе. Если условие непрерывности 

не выполняется, могут быть использованы методы медианной фильтрации и т.д. 
Заметим, также что на  l -м проходе ПГ алгоритма текущие оценки { }( )α t

l  могут 

быть получены с некоторым прореживанием или для части Ω . 
Будем считать, что все элементы матрицы H l =

( )hj
l  определены на каждом 

проходе. Тогда ПГА, использующий матрицу деформаций, в общем виде можно 
записать как 

H l j
lh= ( ) ,   { }( ),( ) ( ) ( )h f hj

l
j
l

t
l= −1 α , (3.79) 

( )( ), ~ ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α α β αt
l

t
l

lt j t j
l

t
lz z j h

t t
= − +−

−
−1

2 1 1
1Λ , (3.80) 

где   Λ lt

t
l

nt
l

=
λ

λ

1 0 0

0 0

( )
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. . .
. . . . . . . . . . . .

. . .
;   ( ), , . . . ,( ) ( ) ( ) ( )α α α αt

l
t
l

t
l

nt
l T

= 1 2 ;   j t Bt
l∈ ∈Ω Ω( ) ;  

zj t
( )2 , ( )~( ) ( )z j ht j

l
t

1 1+ − ∈Z Bt
l( ) ; ZBt

l( )  - локальная выборка ЦФ на t -ой итерации l -го 

прохода алгоритма; l L= 1,  - номер прохода; L - заданное число проходов. 

Функциональная схема измерителя поля ПД, реализующего алгоритм 
(3.79)-(3.80), приведена на рис. 3.14. Она содержит функциональный преобразо-
ватель, формирующий ПГ ( )β αZ Bt

l
l t

l( ) ( ), ,H − −1 1 , нелинейный преобразователь Λ lt , 

определяющий шаг ПГА на t -ой итерации l -го прохода, дигратор, состоящий 
из линии задержки на время итерации и положительной обратной связи, функ-
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Рис. 3.14. Функциональная схема измерителя поля ПД. 
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циональный преобразователь, формирующий матрицу H l , и линию 

задержки на время прохода. Тройные стрелки, как и прежде, соответствуют 
матричным связям, двойные - векторным. 

Выбирая для решения конкретной задачи ЦФ и ПГ, рассмотренные в разде-
ле 3.2, получим различные ПГА. Так, выбрав в качестве ЦФ СКМР (3.33) и ПГ 
(3.39), и полагая для простоты λ λ λ1 2t t

l l
l

( ) ( )= = ; ( ) ( ) ( )h hj
l

j
l

j
l= +−1 α , где ( )α j

l  -

 текущая оценка ( )α l  в точке j , получаем  
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Функциональная схема измерителя поля ПД, в основу которого положен 
алгоритм (3.81)-(3.82), приведена на рис. 3.15. Она содержит функциональный 
преобразователь 

( )∂ α ∂αq ZBt t
l

t
l, , ( ) ( )H − − =1 1 ( )( ) ( )

j
t j

l
t
l

j t j
l

t
l

t Bt
l t t t

t
lz j h z z j h

∈

−
−

−
−

=
∑ + + − + +

−Ω( )
( )~ ~( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1
2 1 1

1
1

α α ∂α
α α

, 

релейный преобразователь, реализующий функцию ( )( )sgn , , ( ) ( )∂ α ∂αq Z Bt t
l

t
lH − −1 1  

и задающий направление шагов ПГА, величина которых определяется умножи-
телем. Формирование матрицы деформаций H l  осуществляется с помощью ли-

нии задержки на время прохода и сумматора. 
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 Рис. 3.15. Функциональная схема измерителя поля ПД,  

реализующая алгоритм минимизации СКМР. 



 

 

 

116

Часто, наряду с межкадровыми деформациями неизвестного вида, 
могут присутствовать ПД, набор параметров которых приблизительно известен, 
например, глобальные сдвиг, поворот и т.д. Тогда на каждом проходе алгоритма 
значения этих параметров могут оцениваться и уточняться, а элементы матрицы 
H l  формироваться с их учетом. В качестве примера рассмотрим оценку по мат-
рице H l  следующего набора параметров глобальных межкадровых ПД двумер-

ных изображений: угол поворота φ , сдвиг ( )h h h T= 1 2,  центра 

( ) ( )( )j N j N10 1 20 21 2 1 2= − = −,  изображения кадра z1 , коэффициенты масштаба 

k 1  по оси j 1  и k 2  по оси j 2  (z2  относительно z1). При этом будем предпола-
гать, что все элементы матрицы H l  определены равноточно.  

Воспользуемся методом наименьших квадратов и моделью преобразования 
координат ( , )a b  точки изображения z1 на деформированном изображении z2  
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где ( ' , ' )a b  - координаты точки изображения на кадре z2 . По методу наимень-

ших квадратов 
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В (3.84) минимизируются рассогласования оценок ( )hj
l  матрицы H l  и оценок 

сдвигов для тех же пространственных координат, вычисленных с помощью 
заданной модели ПД. После решения системы уравнений получаем 
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где 
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Заметим, что суммы в этих формулах могут содержать и произвольное чис-
ло слагаемых, но тогда центром поворота и пересчета масштаба будет точка 
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где N - число точек ( )j j1 2ν ν, ∈Ω , входящих в суммы (3.85) и (3.88). Указанное 

обстоятельство позволяет использовать в (3.85) и (3.88) не все оценки ( )hj
l , а 

только их часть, удовлетворяющую некоторым условиям (например, оценки, 
обладающие наибольшей информативностью или соответствующие определен-
ным областям изображения). Отметим также, что в частном случае при 
k k k1 2= =  и ϕ = 0   
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а при k = 1 выражение для оценки угла поворота соответствует соотношению 
(2.49). 

Можно показать, что если оценки ( )hj
l
1

 и ( )hj
l
2

 несмещенные, то несмещен-

ными будут и оценки: 
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Если дисперсии ( )hj
l
1

 и ( )hj
l
2

 равны σh
2 , то дисперсии оценок параметров 
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µ = 1,L = 40 . Направление обхода поочередно изменялось по 
координатам j 1 и j 2 . Матрица H l  формировалась в соответствии с (3.81). На 
рис. 3.16,в приведены оценки ( )hj1

40 . Следует отметить скачок в оценках, соот-

ветствующий разрыву параметра h1 . Кроме того, на участке, соответствующем 

отсутствующему фрагменту изображения (рис. 3.16,б), оценки имеют сущест-
венно отличающиеся от остального изображения статистические свойства и по-
этому такие участки могут быть легко выделены. Для области изображения до 
разрыва оценка глобальных параметров по соотношениям (3.85)÷ (3.88) дала 
следующие результаты .φ = 0 08o , .h1 1 46= , .h2 357=  и .k = 0 998. 

На рис. 3.17 приведены результаты еще одного эксперимента, в котором 
использовался алгоритм (3.81)-(3.82). Здесь условный объект (рис. 3.17,а) на 
малоподвижном фоне (сдвиг фона ( )hô = 0 5 0 8. , . ) изменяет на следующем кадре 

(рис. 3.17,б) свое положение (сдвиг геометрического центра объекта 
( )ho = − 0 5 0. , , поворот φ = 8o , изменение масштаба k = 11. ). Оценка парамет-

 

            

а)                                                     б) 

 

            

в)                                                     г) 
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ров изменения положения объекта проводилась с помощью соотношений 
(3.85)÷ (3.88) с использованием двух наборов элементов матрицы H 30 : 

а) по оценкам ( )hj
30 , соответствующим зоне объекта; 

б) по оценкам ( )hj
30 , модуль которых превысил некоторый заданный порог. 

Для первого подхода оценки составили  .φ = 7 82o , ( . , . )h0 0 9 0 3= − ,  и 

.k = 1 093.  Для  второго подхода по совокупности значений ( )hj
30 , модуль кото-

рых не превышал 1.5, оценивалось смещение фона (соответствующие этому ус-
ловию узлы сетки отсчетов показаны белым цветом на рис. 3.17,в). По совокуп-
ности оценок с модулем больше 4 определялись параметры изменения положе-
ния объекта (соответствующие узлы сетки отсчетов отражены на рис. 3.17,г). 
Для фона оценки составили: ( ). , .hô = 0 48 0 81 , для объекта - .ϕ = 7 68, 

( ). , .ho = − 0 1 0 6  и .k = 111. Из полученных результатов видно, что оценки пара-

метров изменения положения объекта при обоих подходах примерно равны и 
имеют малые погрешности. 

Таким образом, ПГА вида (3.79)-(3.80), использующие матрицу деформа-
ций, позволяют получить высокую точность оценок при большой скорости из-
менения ПД по направлению обхода, а также при разрывном характере дефор-
маций. 

 
 

Псевдоградиентная адаптация в морфологическом 
анализе изображений 

Задача оценивания межкадровых ПД существенно усложняется, если изо-
бражения имеют значительные яркостные искажения, связанные с различием 
условий регистрации (точка зрения, оптический тракт и т.д.). В таких случаях 
ЦФ, основанные на СКМР и ВКМК уже не могут служить критериями качества 
оценивания. 

В работах [40,41] эта задача решается методами морфологического анали-
за. Основная идея состоит в том, что все возможные варианты наблюдений дан-
ной сцены можно описать некоторым классом преобразований одного из изо-
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бражений сцены, называемого формой изображения [41] и являющегося 
максимальным инвариантом класса регистрируемых изображений. Этот инва-
риант описывается системой индикаторных множеств. Все точки каждого инди-
катора имеют одинаковую яркость на любой незашумленной регистрации. В ре-
альных ситуациях форма изображения недоступна, но отдельные изображения 
могут быть приняты за некоторое приближение формы, тогда, например, можно 
рассмотреть задачу об оценке геометрических искажений одного изображения 
относительно другого. 

Применение методов морфологического анализа существенно затрудняется 
при динамичности самой сцены (то есть формы) и непараметричности геомет-
рических трансформаций. Однако с такими ситуациями в ряде случаев успешно 
справляются адаптивные ПГА. Рассмотрим некоторые возможности комбина-
ции морфологического анализа и псевдоградиентной адаптации [25,87]. 

Возможно формирование псевдоградиентными методами морфологическо-
го анализа как направления улучшения значений специфического функционала 
качества (например, расстояния между фрагментом одного изображения и его 
проекцией на другое [41]). Это направление может находиться аналитически, 
регулярными пробами, случайным поиском и т.д. Таким способом, в принципе, 
возможно оценивание ПД с неизвестным набором параметров. 

Другой способ комбинации двух подходов состоит во взаимном уточнении. 
Оценки параметров, формируемые ПГА довольно уверенно сходятся даже при 
больших начальных отклонениях. Однако полученные оценки для локальных 
сдвигов могут быть и не очень точны, поэтому дальнейшее их уточнение можно 
провести методами морфологического анализа, для которых важно иметь хоро-
шее начальное приближение локальных сдвигов и углов поворота, без которого 
область поиска становится просто необозримой. 

Рассмотренный в разделе 3.3 адаптивный ПГА совмещения бинарных изо-
бражений может быть применен и для совмещения полутоновых изображений с 
неизвестным преобразованием яркостей, не обязательно монотонным. Идея за-
ключается в том, что любое такое преобразование сохраняет линии одинаковой 
яркости. Поэтому при квантовании обоих изображений будут получаться близ-
кие в смысле индикаторов изображения даже при несогласованности уровней 
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квантования. Далее полученные изображения можно привести к бинарным, 
принимая, например, четные уровни квантования за 0, а нечетные - за 1. Эта ме-
тодика позволила совмещать имитированные (волновые) и реальные телевизи-
онные изображения при больших яркостных искажениях. При этом применение 
ПГА, в которых в качестве ЦФ использовались СКМР или ВКМК, оказалось 
безуспешным. На рис. 3.18 приведен пример применения описанного подхода. 
Яркости исходного изображения (рис. 3.18,а) были произвольным образом пре-
образованы, полученное изображение смещено на h1= 1.2 шага по вертикали, на 
h2= 3.4 - по горизонтали и повернуто на угол φ = 0.5 радиана (рис. 3.18,б). По-

лученные бинаризованные изображения (рис.  3.18,в и г) уже довольно близки 
между собой. После их сглаживания путем свертки с гауссовской функцией и 
оценивания вектора параметров ПГА вида (3.64) были получены результаты: 
h1=1.31, h2= 3.32, φ = 0.48 радиана. 

 

 
а) б) 

 
в) г) 

Рис. 3.18. Пример бинаризации изображений по уровням равной яркости. 
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3.5. Заключение 

Псевдоградиентные тензорные алгоритмы, полученные в предположении 
марковости пространственных деформаций последовательности многомерных 
изображений, требуют значительных вычислительных ресурсов и при обработ-
ке изображений больших размеров (свыше 105  отсчетов) нереализуемы в систе-
мах реального времени на современном этапе развития аппаратных средств. 
Уменьшить вычислительные затраты позволяет синтез алгоритмов в классе 
псевдоградиентных безыдентификационных процедур. При этом при отсутст-
вии яркостных искажений изображений в качестве целевой функции целесооб-
разно выбирать средний квадрат межкадровой разности, а при межкадровых яр-
костных искажениях, близких к линейным, - выборочный коэффициент меж-
кадровой корреляции. При значительных яркостных искажениях, связанных с 
различием условий регистрации может быть рекомендована псевдоградиентная 
адаптация в морфологическом анализе изображений. 

Псевдоградиентные алгоритмы, разработанные на основе указанных выше 
принципов, позволяют с высокой точностью находить оценки заданного набора 
параметров модели пространственных деформаций. Например, при оценке па-
раллельного сдвига и поворота СКО оценки составляет сотые доли шага сетки 
отсчетов и тысячные доли радиана. Дополнительно сократить вычислительные 
затраты позволяет переменный объем локальной выборки целевой функции. В 
частности, использование переменного объема локальной выборки при реше-
нии задачи поиска местоположения фрагмента 40×40 элементов на изображе-
нии размеров свыше 1500×1500 элементов сокращает вычислительные затраты 
более чем на порядок.  

При неизвестном наборе параметров модели пространственных деформа-
ций псевдоградиентные алгоритмы позволяют оценивать сдвиги каждого узла 
сетки отсчетов изображения, если деформации изменяются достаточно плавно 
(0.1-0.3 шага сетки между соседними отсчетами). Для случаев большей скоро-
сти изменения деформаций или частично известного набора параметров целе-
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сообразно применение алгоритмов, использующих матрицу 
пространственных деформаций.  

Псевдоградиентные алгоритмы реализуемы в системах реального времени 
как аппаратно, так и программно. 



 

 

 

125

Приложение 

ПРИМЕР АЛГОРИТМА ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО СДВИГА 
ИЗОБРАЖЕНИЙ С РАСШИРЕННЫМ РАБОЧИМ ДИАНАЗОНОМ 

Пусть заданы изображения { }z1 1
1 2

= zj j,  и { }z2 2
1 2

= zj j, , j N1 11= , , 

j N2 21= , . Если максимально возможная величина проекций вектора h  по осям 
j 1  и j 2  составляет соответственно max hj1  и max hj 2

, то на первом этапе ог-

раничение рабочей области изображения должно быть: по оси j 1  - 

( )d ent hj1 1
1= +max , по оси j 2  - ( )d ent hj2 2

1= +max . Ниже приведены со-

отношения для основных операторов алгоритма при max hj1 , max hj 2
≤ 6. 

1o.Определение направления сдвига по оси j 1  
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2o.Определение направления сдвига по оси j 2  
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3o.Определение величины переноса начала координат по оси j 1 
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4o.Определение величины переноса начала координат по оси j 2  
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5o . Нахождение оценки дробной части сдвига по оси j 2  
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6o . Нахождение оценки дробной части сдвига по оси j 1  
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7o . Нахождение вспомогательной оценки дробной части сдвига для 
коррекции смещенности сдвига по оси j 1  
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8o . Нахождение вспомогательной оценки дробной части сдвига для коррекции 
смещенности сдвига по оси j 2  
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9o . Компенсация смещенности оценок сдвига 
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СПИСОК  СОКРАЩЕНИЙ 

 

 

АР       - авторегрессия 

ВКМК - выборочный коэффициент межкадровой корреляции 

КФ       - ковариационная функция 

МИ       - многомерные изображения 

МП       - максимальное правдоподобие 

ПВД     - пространственно-временные деформации 

ПД        - пространственные деформации 

ПГ         - псевдоградиент 

ПГА      - псевдоградиентны алгоритм 

ПРВ      - плотность распределения вероятностей 

СКМР   - средний квадрат межкадровой разности 

СВ         - случайная величина 

СКО      - среднеквадратическое отклонение 

СП         - случайное поле 

ЦФ         - целевая функция. 
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